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Resumo. Este trabalho apresenta uma discussdo sobre um problema proposto por
um matemadtico francés, Joseph Bertrand, conhecido como paradoxo de Bertrand. O
problema consiste em obter a probabilidade para que uma corda gerada

aleatoriamente em um circulo de raio r = 1 tenha um comprimento C = 13, Para
este problema, trés possiveis solugdes distintas sd@o apresentadas, o que a principio
parece contraditorio. Todavia, o que se procura esclarecer é que tais solugbes
surgem por causa das diferentes interpretagdes feitas sobre o problema.

Palavras chaves. experimento geométrico, paradoxo de Bertrand, probabilidade.

1. Introducao

Ao se analisar um experimento para produzir entes geométricos de forma randémica, a
interpretacdo da palavra “randomica” pode conduzir a diferentes solugdes, quando a
assunto é probabilidade. Bertrand apresentou em 1907 um problema que comprova esta
afirmacao [LARSON, OLDONI, 1981]. O problema que ele propds consiste em
determinar a probabilidade de que uma corda randomica de um circulo de raio unitario

tenha um comprimento C maior ou igual a V3. Este valor equivale as medidas dos
lados de um triangulo equilétero inscrito no circulo citado, conforme pode ser visto na
Figura 1 a seguir.

Embora este problema pareca a principio apenas um quebra-cabeca matematico,
ele tem diversas aplicacdes udteis. Em um contexto urbano, a circunferéncia do circulo
pode ser interpretada como o lugar geométrico dos pontos por onde um helicoptero
pode voar em um determinado espaco de tempo; o circulo pode ser visto como a regiao
de alta poluicdo gerada por uma industria; a corda pode representar ruas, estradas,
redes de esgoto, rios, linhas de comunicacdo, estradas de ferro e assim por diante. A

exigencia de que a corda tenha pelo menos V3 unidades de comprimento pode se
referir ao comprimento minimo de um trecho da linha férrea que é apropriado como
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amostragem para que se faca uma vistoria; pode representar a extensdo do efeito da
poluicdo gerada pela fabrica, etc.

Figura 1

2. Analise do problema

E possivel apresentar trés solucdes aceitaveis para que se atenda aos propdsitos do
problema, conforme as analises feitas a seguir.

2.1. Analise da corda por meio de suas extremidades sobre a circunferéncia

Qualquer corda pode ser unicamente determinada pela intersecao de seus pontos
terminais com a circunferéncia. Suponhamos que, para gerar a corda, seja
primeiramente produzido um deles, que sera chamado origem e denotado por A, e
depois o outro, que sera denominado de extremidade e denotado por B. Suponhamos
que estes pontos sejam gerados de forma aleatéria e uniformemente distribuidos sobre
a circunferéncia. Suponhamos que, ao gerar uma corda, um dos vértices de um
triangulo equilatero inscrito no circulo esteja no ponto A (ver Figura 2).

. B
Origem
da V\
\A Extremidade

A

Figura 2

Para que esta corda tenha um comprimento minimo de V3 unidades de comprimento,
o ponto B deve cair no arco que liga os outros dois vértices do triangulo. Este arco
equivale a terca parte da circunferéncia. Assim, a probabilidade de que isso ocorra é
1/3.
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2.2. Analise da corda por meio do ponto de intersecao com uma reta fixada,
passando pela origem do circulo

O comprimento de qualquer corda depende de sua distancia ao centro do circulo e ndo
de sua direcdo. Podemos portanto assumir que elas serdao geradas perpendicularmente a
uma reta fixada, passando pelo centro do circulo. E claro entdo para gerar cordas
randomicas basta gerar seus pontos de intersecdo com a reta citada. Vamos assumir
que estes pontos sejam gerados de maneira uniforme em [0, 1]. Para uma corda ter um

comprimento minimo de V3 unidades de comprimento, a distancia do ponto de
intersecao desta corda com a reta até o centro do circulo deve ser menor ou igual a 1/2,
que é a metade do raio. Deste modo, a probabilidade de que isto ocorra é 1/2.

A
Corda Reta
fg?g;dlcma /3
3
B
Figura 3

2.3. Analise da corda por meio do ponto de intersecao com uma linha qualquer
perpendicular a circunferéncia, passando pelo centro do circulo

Qualquer corda é unicamente determinada pelo seu ponto de intersecdao com uma linha
perpendicular que passa pelo centro do circulo. Suponhamos que estes pontos de
intersecdo sejam gerados de modo uniforme em todo o circulo (ver Figura 4).

Linha perpendicular
passando pelo centro /3

Ponto de
intersecao

Figura 4

Assim, a probabilidade p de que esta intersecdo esteja a uma distancia r do centro do
circulo é dada pelo quociente entre a area do circulo de raio r e a area do circulo de
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T r?
1?2

V3, seu ponto de intersecdo com a reta deve estar em um circunferéncia de raio r =
1/2 e a probabilidade de que isso ocorra é r2 = 1/4.

raio 1, ou seja, p = = r? Para que a corda tenha comprimento minimo

3. Uma visdo mais formal do problema

E importante frisar que as trés solugdes estdo corretas, mas os experimentos analisados
em caso sdo distintos. Um experimento é caraterizado pelo espaco amostral produzido
e pela distribuicdo de probabilidade associada a este experimento. No caso em estudo,
ver secao 1, cada segmento (corda) tem origem em A, o primeiro ponto escolhido ou
gerado, e extremidade em B, o segundo ponto gerado. Seja um sistema ortogonal xOy
fixado e 8,0 < O < 21, a medida do angulo entre o eixo x positivo e uma corda
gerada, sendo a origem do sistema posicionado no ponto A (Figura 5).

Corda gerada y
B A

A N

D

Figura 5

Sendo r a distancia da corda gerada até o centro do circulo, 0 < r< 1, entdo qualquer
uma delas fica unicamente determinada quanto conhecemos r e 0. Assim, o espaco
amostral E para os trés casos analisados é o conjunto de todos pontos do retangulo
E =[0, 1]x[0, 211], ver Figura 6.

T A
Evento que
1 correspondente ao
/ comprimento da corda
172 maior ou igual a./ 3
2T >e

Figura 6

Uma vez que tal espaco amostral é tinico, o que difere sdo as fungdes de distribuicao
de probabilidade (fdp) para cada experimento. Para reanalisar cada caso, sejam R e ©
duas variaveis aleatérias que assumem valores r e 0, respectivamente. Seja fr o (1, 0) a
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fdp conjunta de R e © sobre o espacao amostral E. Devido a simetria da
circunferéncia, pode-se concluir sem maiores dificuldades que © é uniformemente
distribuida ente em [0, 217. Além disso, conhecer o valor de © ndo ajuda em nada a
descobrir o valor de R, o que permite concluir que R e © sdo vaiaveis aleatorias
independentes, [BUSSAB, MORETTIN, 2001]. Deste modo, a fdp conjunta f ¢ (1, 8)
pode ser expressa como um produto das funcoes de densidade de probabilidades
individuais marginais de R e O, isto §,

1
r,0)= r 0)=— r.
f r0(70)= [4(r) [o(0)=5 = 4(r)
O tltimo membro da igualdade se dever ao fato de © ser uniformemente distribuida em
[0, 2mT]. A préxima tarefa consiste em encontrar a fdp marginal para R. Ela é diferente
para cada um dos trés experimentos.

3.1. Primeiro caso (Analise da corda por meio de suas extremidades sobre a
circunferéncia)

Notemos que para o comprimento de uma corda ser randomico, basta que apenas uma
das extremidades seja gerada de forma aleatéria. Deste modo, vamos fixar uma das
extremidades, A, sobre um determinado ponto da circunferéncia, e produzir a outra, B,
de forma aleatoéria, e uniformemente distribuida sobre a circunferéncia, ver Figura 6.

B Corda gerada

Figura 7

Sejam A e B os pontos de intersecdo da corda com a circunferéncia e @,
0< @ < T a medida do angulo AOB, onde O é o centro do circulo. Sejam ainda r, a
distancia da corda até o centro do circulo, e ® uma variavel aleatoria que assume
valores . Note-se que 0 < @ < m [0 0 £ @2 < T717Y2. Além disso, P é uma
variavel aleatéria cujos valores sao uniformemente distribuidos em [0, T1]. Para
encontrarmos a fdp de R, analisemos o seguinte:

r=cos (¢/2) = @/2 =cos™r.
Dai,
fr(r) = P(R < 1) =P(cos (¢/2) < 1) =P(@/2 = cos™r).

A inversdo do sinal da tltima desigualdade se deve ao fato de que cos™'r é decrescente.
Da tltima igualdade temos:
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fr(r) = 1- P(@/2< cos't) =P(@ < 2cos'r)=1-Fqe ( 2cos™),

onde Fo(r) é a funcdo de probabilidade acumulada (fda) de ®. Como ® ¢é
uniformemente distribuida em [0, T1], entdo sua fda é dada por

L se 0<¢p=Tm

F,p(‘;b): i

0 em caso contdrio

Assim, sendo Fg(r) a fda de R, entdo

2cos'r 1

2 -
Fr(r) =1 - f dd):l—;cos r.

0

Agora, derivando em relacdo a r obtemos a fdp de R, isto é,

_ 2
fR(r)_'IT\/

1—r

0<r<i1

Logo, a fdp conjunta para R e ® sobre o espago amostral citado é

1 2 1
f (r,@):— =
k.0 21 1—r® i 1-r2

0<r<1, 0<0=<m.

A probabilidade p de que uma corda randomica exceda |3 unidades de comprimento

é igual a integral de fro(r, ) no espaco amostral E correspondendo ao evento R <
1/2. Assim,

B
ﬂ%l—ﬁ

conforme ja havia sido apresentado na secao 1.

— ™ /
p = P(cordaZJS)Z_[j f;z drd 0=1/3,

Nota: Este resultado pode ser obtido de modo mais simples diretamente da fda
de R, isto €,
1 2

a1
p = FR(E)zl—;cos 15 .

3.2. Segundo caso (Analise da corda por meio do ponto de intersecao com uma
reta fixada, passando pela origem do circulo)

Neste caso R é uniformemente distribuida em [0, 1]. Assim,

_11 se 0<r<i
fR(r)_ L.
0 em caso contdrio

Dai,
1
r,0)=— 0<r<1, 0<0=<2rTr.
frolr 0)=5=
Deste modo,

— 2 pl/2
p = P(cordazx/?)):fo fo Zidrd9:1/2.
TT
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Este resultado coincide com aquele apresentado na secao 2 e pode ser obtido
diretamente da fda de R, isto é, p = Fr(1/2).

3.3. Terceiro caso (Analise da corda por meio do ponto de intersecao com uma
linha qualquer perpendicular a circunferéncia, passando pelo centro do circulo).

Neste caso, os pontos de intersecdo das cordas geradas com uma reta perpendicular
passando pelo centro do circulo sdo uniformemente distribuidos sobre o circulo.
Assim,

) = Areadocirculoderaior _ >
Areado circulode raiol )

d
dr

Dai, a fdp conjunta de R e © sobre o espaco amostral E é

fr, olr,0) = —m=

Logo, Fi(r) = —F,(r) = 2r.

Portanto,

12 r

P(corda=13) = R<— fznf —drd@

4. Conclusao

A unicidade da solucdo de um problema é um fato importante quando o assunto é
matematica. Por este motivo, quando se fala em um experimento probabilistico
envolvendo elementos geométricos, é preciso ter cuidado com a anéalise dos resultados
obtidos neste experimento pois eles podem depender de sua interpretagao.
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