Solucao da 3* Prova de Variaveis Complexas
Matemadtica - 4° ano - 12/08/2025

1. Usando as definicoes das funcoes elementares, calcule os niimeros complexos
i) e iii) sen(i);

i1) cos(m); iv) In(7).

Solugdo: Para o item (i) temos que e**¥ = e%(cosy + iseny) e entdo

€™ = " = Ocos T +isenT) =1-(—1+0i) = —1.

Para o item (ii) temos que cos(z + iy) = cosx coshy — i sen z senh y e entao

cos(m) = cos(m 4+ 0-4) =cosmcoshO —isenmsenh0=(—1)-1—4-0-0=—1.

Para (iii), como sen(z + iy) = senx cosh y + i cos x senh y, entao

sen(i) =sen(0+ 1-4) =sen0cosh1+icosOsenh1 =0-coshl+i-1-senhl =isenhl.

Para o item (iv), temos que o logaritmo é uma fungao multivalente com Inz = Inp +

i(0 4 2k7) para k € Z, sendo p = |z| e § = Arg(z). Como z = i, entdo p = |2| =1 e Arg(z) = § e
desta forma,

Z,Tr(4k +1)

o

para k € Z. [ ]

In(i) = Inp+i(0 + 2kr) = In 1+ (g—l—%ﬂ) -

2. Mostre que e*T% = e*e¥ para quaisquer z,w € C.

Solucao: Sejam z = a + bi e w = u + vi nimeros complexos arbitrarios. Entao

AW — €(a+bi)+(u+vi) _ e(a+u)+i(b+v)

= e"(cos(b + v) + isen(b+ v))

ee"

cosbcosv — senbsenv + isenbcosv + i sen v cos b)

= e%e"(cosbcosv + i? senbsen v 4 i sen bcos v + i sen v cos b)

e“e"(cosb+isenb)(cosv + isenv)

= e%(cosb + isenb)e(cos v + isenwv) = ¥Vt = 7o,



3. Determine todas as solugoes complexas da equagao sen z = 0.

Solugao: Considerando z = z + yi, reescrevemos a equacao na forma
senx coshy + icosxsenhy = sen(z + yi) =senz = 0,

e da igualdade de nimeros complexos,

{ senx coshy =0

coszsenhy = 0.

Como coshy # 0 qualquer que seja y € R a primeira equagao nos da senx = 0 e
portanto & = k7 para todo k € Z. Porém para todo k € Z temos que cosz = cos (km) # 0 donde
temos que obrigatoriamente senh y = 0 e portanto y = 0. Logo, as solugoes complexas da equagao
sen z = 0 sao

z=x+yi=kr+ 0t =km,

para todo k € Z. [ |

4. Mostre que a funcao
f:C —- C
z = f(z) =cosz
é derivével em todo z € C e alem disso, f'(z) = —sen z.
Solugao: Supondo z = x+1iy, como f(z) = cos z = cos(x+1iy) = cosx cosh y —i sen x senh y entao

temos que f(z) = u(x,y) + iv(zr,y) com u(z,y) = cosxcoshy e v(zr,y) = —senxsenhy. Nestes

termos para todo (z,y) € R? temos que

%——senxcosh —@

oxr y_ay’
e

@ = —cosxsenhy = —@

or v= oy’

Segue que as condicdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas em todo (x,%) € R? e por-
tanto a funcao f é derivavel para todo z = x 4+ iy € C e além disso,
ou n Ov
= —_— 1—
oz ox

= —senx coshy + i(— cos x senh y)

f'(z)

= —(senz coshy + i cosx senhy) = —sen(x + iy) = —sen z.



5. Determine o valor da integral

/Cz+(1—i)dz

em que C é o segmento de reta orientado de z =0 a z =1+ 2i.

Solugao: Primeiro vamos parametrizar o caminho C' colocando
C={(t2t); te]l0,1]}.

Nestes termos, o niimero complexo z(t) = x(t) +iy(t) = t+2ti percorre todo o caminho

Cdez=0az=1+2iquando t € [0,1]. Entao

/Cz+(1—i)dz—/1( () + iy () + (1—¢))<‘Z’+ C(?Z)dt

((t4+1) 4+ i(2t — 1)) (1 + 24)dt

(t+1—4t+2) +i(2t+2+2t — 1)dt

/1
i

0

1
/ —3t +3) +i(4t + 1)dt
0

1 1
/ 3t—|—3dt+2/ 4t + 1dt
0 0

3t2 =1 . 2 t=1 3 . 3 .
[—24—315] +z[2t+t]t:0:—§+3+z(2+1)=§+32.

6. Use a Férmula Integral de Cauchy para determinar o valor da integral

2
z

—d

/(;22+4 “

em que C é o circulo de centro ¢ e raio 2, orientado no sentido anti-horario.

Solugao: Consideremos primeiro que

22 22

244 (z+2i)(z — 20)’

e que o ponto 2i é o nico ponto em que o integrando nao é derivavel. Nestes termos escrevemos

2

22 2 [E=0)
/(,22+4 : /c<z+2i><z—2z'> ‘ /c(z—m “

em que C é um circulo de centro 7 e raio 2 orientado no sentido anti-horario. Como (2:—7—727,)

é agora
derivavel em todos os pontos do interior de C, da férmula integral de Cauchy,

2

zz 7 24 2 —4

/ (+2), dz:2m'(,;)—2ﬂ' ) — = — 2.
c (z—20) (20 + 219) 4i




