Solucao da 1% Prova de Variaveis Complexas
Matemadtica - 4° ano - 03/06/2025

1. Calcule

1—2i+2—i
14+ 11—l

Solucgao: Existem muitas manipulacoes algébricas que podem ser realizadas. Uma das mais

simples é juntas as fragoes (tirando o minimo multiplo comum). Temos entao que

‘1—2z’+2—i (1= 201 — i)+ (2= i)(1+1)

T+i ' 1-i A+ i) —19)
12— i-242-i+2i+1
B (14+i—i+1) ‘
=552 =il = VP 2 = VR

2. Mostre que o conjunto dos ntimeros complexos nao possui divisores préprios de zero, isto é, se

zw = 0entao z =0 ou w = 0.

Solugao: Suponha que z = a + bi e w = ¢+ di e que além disso, zw = (a + bi)(c + di) = 0. Para
provar que um dos numeros z ou w é igual a zero, suponha que um deles nao seja nulo, e neste caso

provaremos que o outro é obrigatoriamente nulo. Suponha que z = a + bi # 0. Lembremos que

a+bi=0 & a=0 e b=0 = a’ + b =0.

Desta forma, como z = a + bi # 0 entdo a?> + b*> # 0. Também da hipdtese zw =

(a + bi)(c+ di) = 0, temos que

(ac — bd) + i(ad + be) = (a + bi)(c + di) =0,

ac—bd =0
bc+ ad = 0.

Para resolver este sistema em ¢ e d (considerando a e b coeficientes) multiplicamos a

donde

primeira equacao por a e segunda equagao por b, obtendo
a’c —abd = 0
{ b’c+ abd = 0,
e somando as duas equacdes vem (a? + b?)c = 0 e como a? + b% # 0, segue que ¢ = 0. Da mesma

forma, multiplicando a primeira equacao do sistema por —b e a segunda por a obtemos

—abe +b%2d =0
abc + a’*d =0,



e somando as duas equacdes vem (a? + b%)d = 0 e como a? + b? # 0, segue que d = 0. Sendo assim

temos que ¢ = d = 0 donde w = ¢ 4 di¢ = 0, como desejado. |

3. Considere § um ntimero real (arbitrario). Calcule (cosf + isen#)?, usando a Férmula de
DeMoivre e o produto de um nimero complexo por ele mesmo. Usando estas duas formas de

cédlculo deste quadrado, mostre que

cos(26) = cos?§ — sen? § e sen(260) = 2sen 6 cos 6.

Solugao: Usando a férmula de DeMoivre temos que
(cos@ + isenf)? = cos(26) + i sen(26),
e fazendo o produto de nimeros complexos temos que

(cos 4 isenB)? = (cosf + isen @) (cos @ + isend) = (cos®  — sen? #) + i(2sen f cos h).

Desta forma,
cos(20) + isen(260) = (cos§ + isen ) = (cos? § — sen” ) + i(2sen § cos 0),

e sabendo que dois ntimeros complexos sao iguais se e somente se suas partes reais e imagindarias

sao iguais, entao segue que obrigatoriamente,

cos(26) = cos? § — sen? 6,

sen(26) = 2sen 6 cos 6,

como desejado. [ ]

4. Prove a igualdade |z — z|? + |z + 2|? = 4|z|?, vélida para qualquer niimero complexo z.

Solugdo: Modo 1: (Usando a propriedade |z|? = 2Z) Seja z € C arbitrario. Entdo

=2

=722 — 224224+ + 22+ 22 422

=72+ 22+ 22+ 22 = |27 + |22 + |22 + |2)? = 4)2]

Modo 2: (Substituindo z = a + bi) Seja z = a + bi € C arbitrdrio. Entao

Z— 2>+ 24 2> = |(a — bi) — (a + bi)|* + |(a — bi) + (a + bi)|?



= | — 2bi|* + |2a|?
= 4b* + 4a® = 4(a® + b?) = 4|z

5. Determine um inteiro positivo n que satisfaz

vz Ve,
5t =t
N

Solugao: Convertendo —-%; 51 e 1 em coordenadas polares obtemos

3 3
\2[ \gz = cos Zﬂ + isen ZW = cos(135°) + isen(135°),

e também

1 =cos0+ isen0 = cos(2km) + isen(2kw) = cos(k - 360°) + i sen(k - 360°).

Desta forma (trabalhando em radianos), procuramos um valor de n de forma que

2 n
(— + fz) = cos ?’CLTW + isen ?”}TW = cos(2km) + isen(2km),

isto é, um valor de n de forma que 3”” represente k voltas completas em torno da origem. Colocando

3
% = 2km,
temos que 3n = 8k e a igualdade fica trivialmente valida se colocarmos n = 8 e k = 3 voltas.

Checando, se n = 8, temos que

<_f+f

2

24 24
) = cos TW + isen TW = cos(6m) + isen(6m) =14 0i = 1.

Da mesma forma (trabalhando em graus) procuramos um valor de n de forma que

<_ﬂ L V2,

n
5 5 ) = cos(n - 135°) +isen(n - 135°) = cos(k - 360°) + i sen(k - 360°),

isto é, procuramos um valor de n de forma que n - 135° represente k voltas completas em torno da
origem. Colocando
n-135° = k- 360°,

e como 135° = 3 -45° e 360° = 8 - 45° temos

3n - 45° = 8k - 45°,



temos que 3n = 8k e a igualdade fica trivialmente valida se colocarmos n = 8 e k = 3 voltas.

Checando, se n = 8, temos que

v va\
<—2 + 2i> = cos(8 - 135%) +isen(8 - 135°) = cos(3 - 360°) + isen(3 - 360°) = 1 + 0i = 1.

6. Determine todas as solucdes da equacio w® = 1 no conjunto dos nimeros complexos.

Solugao: As solucdes da equacio w® = 1 sdo os niimeros complexos w dados por w = /1, isto é,

as 6 raizes complexas do ntimero z = 1. Como
1 =1(cos0+ isen0),

entao as 6 raizes complexas de z = 1 sao

2k 2k k k
w = \%(COSO+67T+Z'SGHO+67T> :cosg—i—isen%,

para k € {0,1,2,3,4,5}.

Desta forma, considerando os valores de k € {0,1,2,3,4,5} temos

wy =cos0+2sen0 =1,

P

_ 7r+, 7T_1+,
wy = cos o Fiseng =g +iT,
2 2 1 3
wgzcos;—kisen;:—Q—i—i\g,

wy =cosm+isenw = —1,

T 4m
W5 = COS — +1sen — = —— — 11—/,

3 3 2 2

57 i 50 1 /3

= —_— n——— —71——.
We COS 3 1 S€ 3 2 1 2

As seis solucoes da equacio w® = 1 sdo os seis niimeros wi, wa, w3, w4, w5 € wg. M



