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Resumo:  Os nameros quatérnios possuem muitas aplicagdes, em particular, na
computagdo grafica para descrever movimentos tridimensionais. Neste trabalho estamos
interessados na construcdo deste conjunto e em suas propriedades. Vamos apresentar
o conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operagdes de adicdo e
multiplicagdo, e apresentar uma construgdo para algumas funcdes elementares a valores

quatérnios.
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Os ntimeros complexos, surgiram da necessidade de se determinar raizes de

equacdes do segundo grau do tipo x2 +1 = 0, pois, ndo existe ndmero real x que

satisfaca esta igualdade. Depois de construido o conjunto dos ntimeros complexos,

eles se tornaram um excelente método para resolver problemas em diversas dreas.

Estes ntimeros se tornaram muito tteis nas rotacgoes e reflexdes no plano. Entdo, uma

pergunta natural surge: E possivel construir um novo conjunto numérico que ofereca

propriedades similares as dos complexos no plano, para o espago?

Hamilton, aceitou o desafio, e inicialmente buscou desenvolver uma 4lgebra

para tripletos (x,y,z).
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Hamilton buscou definir a soma e o produto desses
ntmeros triplos obedecendo as mesmas regras da soma
e da multiplicagdo dos pares numéricos e esperava que
isso levasse a translagdes e a rotagdes no espago, da
mesma forma que acontecia com os pares numéricos
no plano. Ele observou que i é um segmento perpendi-
cular a 1, entdo é normal que haja outra unidade ima-
gindria perpendicular as duas anteriores, e definiu j as-
sumindo que esta também satisfaz j2 = —1, pois isso
levaria, quando do produto de 1 por j?, a uma rotagao

de 180° obtendo —1, porém essa rotagdo aconteceria no

plano xOz, enquanto que o produto de 1 por i2

numa
rotacdo de 180° no plano xOy e desse modo o tripleto

tomou a forma x + yi + zj [2].

Definir a soma de tripletos ndo foi dificil, ja que procedendo de modo analogo

aos complexos temos

(a+bi+cj)+ (x+yi+zj)=(a+x)+ (b+y)i+ (c+2)j

Porém, se definirmos a multiplicacdo similar a dos complexos, e assumindo a

comutatividade da multiplicagdo entre as componentes i e j, temos
(a+bi+cj)- (x+yi+zj) = (ax —by — cz) + (ay + bx)i + (az + cx)j + (bz + cy)ij,

que em principio ndo é um tripleto pois aparece o fator ij. Hamilton tentou defini-lo
de vérias formas para que a multiplicagdo de tripletos fosse fechada, no entanto, ndo

obteve éxito.

Hamilton continuou com sua pesquisa e percebeu que era necessdria a
existéncia de outro termo, k, definido da mesma maneira que j, isto é, K =—-1e
k deveria ser perpendicular simultaneamente a i e a j. E definiu os nameros da forma
X + yi + zj + wk como quatérnios. Neste caso, a multiplicagdo e a soma sdo fechados,

porém a multiplicagdo ndo é comutativa.

Os nameros quatérnios possuem muitas aplicagdes praticas. Em particu-
lar sdo usados em computagdo grafica para descrever movimentos tridimensionais.

Neste trabalho estamos mais preocupados com a construcdo deste conjunto e com as
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propriedades destes nimeros. Desta forma, nosso objetivo principal é apresentar o
conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operagdes de adicao
e multiplicacdo destes ntimeros, e apresentar uma construgdo para algumas fungdes

elementares a valores quatérnios.

2. O conjunto dos quatérnios

Nesta se¢do apresentaremos a definicdo de um ntimero quatérnio e as princi-

pais notagdes envolvendo o conjunto dos quatérnios e os nimeros quatérnios.

Defini¢dao 1. O conjunto dos nimeros quatérnios, denotado por H, é formado por
todos os nimeros da forma g = a+bi+cj+dk,coma,b,c,d € Rei, j e k satisfazendo

as relagdes i = > = k> = —1,ij =ke ji = —k.

Desta defini¢do, temos que
ijk = (ij)k = kk = k* = —1,
e com isto,
ik = i(if) = % =
i = — (ki) = ~j(jK)i = —jii = —j(~1) = ]
jk = —i2(jk) = —iijk = —i(ijk) = —i(=1) =i,
K= (ij)j = () = —i.
Observe que para definir os produtos ik, ki, jk e kj, é assumida a associativi-
dade da multiplicagdo das componentes i, j e k.

De maneira prética, segundo [1], podemos realizar a multiplicacdo das unida-
des com base no diagrama abaixo. Neste diagrama, a multiplicacdo de quaisquer duas
unidades no sentido anti-horario é a terceira unidade, e a multiplicacdo de quaisquer

duas unidades no sentido horario é o oposto da terceira unidade.

A
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Identificando bi + cj + dk com o vetor i = (b,c,d) € R3, podemos representar

qualquer g € H por uma das seguintes formas,
g=a+bi+cj+dk=a+ (bc,d)=a+1iu=(ai).
A expressdo q = a + bi + cj + dk é dita forma algébrica de um quatérnio e a
expressdo g = a + ii é dita forma vetorial de um quatérnio.

Defini¢ao 2. Dado um quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + i, definimos a parte real
de g como sendo o namero real 4, e denotamos por Re(q) = a. Também definimos a

parte imagindria ou parte vetorial de g por Im(q) = bi+cj +dk = (b,c,d) = ii.

Definic¢do 3. Dois nimeros quatérnios g = a + bi +cj +dk e r = x + yi + zj + wk sdo
ditos iguais, e escrevemos g = r, se e somente se, a = x, b =y, c = zed = w. De

outra forma, g = 7, se e somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).

Fica claro da definicdo anterior que, considerando a forma vetorial de um

quatérnio,seq =a+iier =x+Tentdo g =r se e somentese a = x e il = 0.

3. Algebra dos quatérnios

Definic¢do 4. Definimos a adi¢do entre quatérnios como sendo a aplicacdo
+:HxH — H

que a cada par de quatérios g =a+bi+cj+dk=a+iier =x+yi+zj+wk =x+7,
associa o quatérnio denotado por g + r, denominado resultado da adi¢do de g com r,
e dado por
g+r=(a+0bi+cj+dk)+ (x+yi+ zj+ wk)
=(@a+x)+b+y)i+(c+z)j+ (d+w)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

g+r=(a+i)+ (x+79) = (a+x)+ (il + 7).

Fica claro da definigdo anterior que consideramos a adi¢do de dois vetores il =
bi+cj+dk = (b,c,d) e ¥ = yi+zj + wk = (y,z,w) como sendo a adi¢do convencional

da geometria analitica (il +7) = (b+y)i+ (c+z)j+ (d+w)k = (b+y,c+2z,d+w).
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A seguir provaremos algumas propriedades da adigdo de quatérnios. E con-
veniente, por uma questdo de simplicidade da notagdo, utilizar a forma vetorial para
as demonstracdes que se seguirdo. Desta forma usaremos entdo propriedades envol-
vendo a adi¢do de vetores no espago IR3. Em particular, lembremos que a adicdo de
vetores € associativa e comutativa, isto é, (i +7) + @0 = i+ (7+ @) e (i +7) = (T+if)

respectivamente, para quaisquer que sejam i, 7, @ € R3.
Proposicao 5. A adigdo de quatérnios é associativa, isto é,
(@+r)+s=q+(+s)

para quaisquer que sejam q,1,s € H.

Demonstragido. Dados q =a+ii,r =b+ U e s = ¢ + W, quatérnios arbitrarios, temos

(g+r)+s=((a+i)+ (b+7))+ (c+@
=((a+b)+ (U+7))+ (c+@

Proposicao 6. A adicio de quatérnios é comutativa, isto €,
q+r=r+gq,

para quaisquer que sejam q,v € IH.

Demonstragido. Dados g = a + ii e ¥ = b + ¥, quatérnios arbitrarios, temos

q+r = (a+i)+ (b+7)
= (a+b) + (il +7)
= (b+a)+ (F+1)
=(b+79)+(a+i)=r+q.
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Proposicao 7. Existe r € H de forma que q +r = r + q = q, para todos q € H.

Demonstragido. Dado q = a + i € H arbitrario, queremos encontrar r = x + @ de
forma que g +r = g. A igualdade r + g = g ficard automaticamente satisfeita em

virtude da comutatividade da adigdo.

Para que a igualdade g + r = g seja satisfeita devemos ter
(a+i) + (x +@) = (a+i),

ou ainda

—

(a+x)+ (+ D) = (a+u),

e da igualdade de quatérnios, devemos ter

a+x=a, e 0+ =1i.

Como estas ultimas igualdades sdo igualdades entre ntimeros reais, e entre
vetores de IR3, existem x € R, e @ € R® asaber x = 0e @ = 0, que cumprem estas

duas igualdades simultaneamente para todos 2 € R e if € R3.

Segue que existe 7 = 04 0i +0j + 0k = 0+0 € H de forma que g +r =
r+ g = g para todos g € H. O

O elemento (04 0) € H a que se refere a proposigio anterior é chamado de
elemento neutro da adigdo no conjunto H. E comum chamar também o elemento
neutro de elemento nulo, ou zero do conjunto. Sendo assim, deste ponto em diante, o
elemento (04 0) € H serd chamado de zero e representado por Og; ou simplesmente 0
quando nao houver davida que 0 € H. Entdo, 0 = Oy = 0+ 0 = 0+ 0i + 0j + 0k € H

€ o (tinico) elemento que cumpre 0+ q = q + 0 = g para qualquer que seja g € H.

Definicao 8. Definimos H* como sendo o conjunto formado por todos os quatérnios

ndo nulos, ou seja, H* = H — {0} = H — {0}.

Proposicao 9. Todo niimero quatérnio admite simétrico para a adicdo, isto é, dado qualquer
q € H, exister € H, de forma queq+r =r+q = 0.

Demonstragido. Dado q = a + ii € H arbitrario, queremos obter r = x + @ € H de
forma que g +r = 0. A igualdade r + g = 0 ficard garantida pela comutatividade da

adicdo.
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Para que g + r = 0 seja satisfeita, queremos entdo que

(a+il)+ (x+@®) =0=0+0,

ou ainda

(a+x)+ (i + @) =0+0.

Segue da igualdade de quatérnios que, desejamos encontrar x € R e @ € R3
de forma que

x+a=0, e ii+w=0,

paraa € Reil € R3. Da igualdade de ntimeros reais, existe x € IR, a saber, x = —a,
que cumpre a igualdade desejada. Também da igualdade de vetores de IR?, segue que

existe @ € IR®, que é precisamente @ = —ii, e que cumpre a igualdade desejada.

Assim, dado qualquer g = a + i € H, existe r = (—a) + (—i) € H de forma
queg+r=r+q=0. O

O elemento r € H a que se refere a tltima proposicdo é chamado de elemento
simétrico de g € H para a adigdo no conjunto H. Deste ponto em diante, o elemento
(—a)+ (=) = (—a) + (=b)i+ (—c)j+ (—d)k € H sera chamado de simétrico de
q = (a+i) = (a+bi+cj+dk) € H, denotado simplesmente por (—q) e representado
comumente por —g = —(a+ i) = —a—ii = —a — bi — ¢j — dk. De qualquer forma,

—q € H é o (tnico) elemento que cumpre (—q) +q =g+ (—q) = 0.

Sob o ponto de vista da algebra, do que temos até agora, o par ordenado

(H, +) é um grupo abeliano.

Defini¢do 10. Dados g,y € Hcom g =a+bi+cj+dk =a+iier =x+yi+zj+wk =
x + U, definimos a diferenca de q com r, como sendo o quatérnio denotado por (g —r),
e dado por
qg—r=q+(-r)=(a+bi+cj+dk)+ ((—x)+ (—y)i+ (—z)j + (—d)k)
=(@—x)+ (b —y)i+(c—z)j+(d—wk,

ou equivalentemente,
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Defini¢dao 11. Definimos a multiplicagdo de um quatérnio por um escalar real como
sendo a aplicagdo

RxH — H,

que a cada escalar (real) & e cada quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + ii, associa o

quatérnio representado por («gq), dado por
aq = «(a+bi+cj+dk) = (aa) + (ab)i+ (ac)j + (ad)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

—

ag = a(a+ i) = aa + wil.

Fica claro da defini¢do anterior que estamos admitindo que a multiplicacdo
de um vetor il = bi + cj +dk = (b,c,d) € R3 por um escalar « € R é a multiplicacio

usual da geometria analitica ail = (ab)i + (ac)j + (ad)k = (ab, ac, ad).
Definigao 12. A multiplicacdo entre quatérnios é a aplicacao
-tHxH — H,

que a cada par de ntiimeros quatérnios g =a+bi+cj+dk=a+iler =x+yi+zj+
wk = x + T, associa o quatérnio denotado por g - r ou por gr, denominado resultado

da multiplicagdo, ou produto de g com r, e dado por

qr = (a+ bi + cj + dk) - (x + yi + zj + wk)
= (ax — by — cz —dw) + (ay + bx + cw — dz)i

+ (az —bw+cx +dy)j + (aw + bz — cy + dx)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

gr = (a+1i) - (x+7) = (ax — (i,0)) + (a0 + xii + il X V),

sendo que (i, ¥) representa o produto escalar (ou produto interno), e (i x ¥) repre-

senta o produto vetorial, entre os vetores i e ¥ em IR3.

Embora a multiplicagdo entre dois quatérnios possa parecer complicada, basta
observar que esta multiplicacdo segue da ideia da distributividade da multiplicacdo

em relagdo a adicdo e considerando que ii = jj = kk = —1,ij =k, ji = —k, jk =i,
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kj = —i, ki = j eik = —j. A expressdo vetorial para a multiplicacdo é conseguida
diretamente da expressdo algébrica levando em conta as igualdades (if,7) = (by +
cz+dw) e (il x ¥) = (cw —dz,dy — bw,bz — cy) para il = (b,c,d) e ¥ = (y,z,w) em

R3.
Proposicao 13. A multiplicacdo de quatérnios nio é comutativa, isto é, existem q e r tais que,

qr # rq.

Demonstragio. Basta ver que ij = k e ji = —k. O

No que se segue provaremos algumas propriedades da multiplicacdo de
quatérnios. Propriedades estas que tornardo este conjunto um “quase” corpo.
E conveniente, também para a multiplicagdo, utilizar a forma vetorial para as
demonstragdes, em virtude da expressdo mais curta. Em contrapartida, precisare-
mos utilizar propriedades envolvendo os produtos vetorial e escalar entre vetores de
R3. A préxima proposicdo retine alguns destes resultados. Nao demonstraremos es-

tes resultados aqui mas o leitor interessado na demonstracdo pode consultar algum

texto de geometria analitica ou de 4lgebra linear. Recomendamos [3].

Proposicdo 14. Se ii, U, W € IR3 sdo vetores arbitririos e & € R, entdo

Aparentemente a associatividade da multiplicacdo de quatérnios seria con-
sequéncia, entre outras propriedades, da associatividade do produto vetorial. Fato
este que ndo ocorre. Entretanto é possivel conseguir algum tipo de associatividade do
produto vetorial, com termos compensadores. Este resultado é enunciado no préximo

lema e serd necessario para a prova da associatividade da multiplicagdo de quatérnios.
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Lema 15. Se ii, 7, @ € R3 sdo vetores arbitririos, entio

(il X 0) x @0 — (il, )W = 1l x (T x ®) — (T, D).

St
Mm

=
\OJ

Demonstragio. Dados quaisquer i, 7,

(it x B) x @ — (il, )Y@ = — (@ x (il x 7)) — (i, T)@

Proposicao 16. A multiplicacdo de quatérnios é associativa, isto é, para quaisquer q,r,s € H,
tem-se q(rs) = (qr)s.
Demonstragido. Suponha que q = (a+ i), r = (b+7) e s = (c+ @) sdo quatérnios

arbitrarios. Entao

w
+a(bw + ct+ (Tx @)) + (bc — (T,@))il + (i X (bw + cT+ (T X @)))
(

O

Proposicao 17. A multiplicagido de quatérnios é distributiva em relagdo a adigdo. De outra
forma, se q,r,s € IH entdo

s(qg+r) =sq+sr,
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e também
(g+7r)s =gqs +rs.

Demonstragio. Sejam q = a + i, r = b+ U e s = ¢ + W arbitrarios. Entdo

=sq +sr,
e também,
(g+r)s=[(a+i)+ (b+7)] (c+ )
= [(a+b)+ (i +9)] (c+ D)
= ((a+b)c— (il +7,@)) + (a+b)+c(il +7) + (i +7) x ©

Do ponto de vista da élgebra, a terna ordenada (H,+,-) é um anel, isto é,
a adicdo é associativa, comutativa, admite elemento neutro, e todo elemento admite
simétrico, e a multiplicacéo é associativa e distributiva em relagdo a adigdo. E também
claro que (H,+,-) ndo poderd ser corpo ja que a multiplicagdo ndo é comutativa.
Entretanto, provaremos ainda que IH possui unidade, e que todo elemento ndo nulo

é invertivel.

Para os préximos resultados, vamos utilizar também propriedades de médulo
(ou norma), de um vetor de R3. Lembremos que se i = (b,c,d) € R3, entdo |il| =
Vb? 4 ¢ +d?. A proxima proposi¢do retne alguns resultados envolvendo o médulo

de um vetor em R®. A demonstragdo destas igualdades pode ser encontrada em [3].
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Proposigdo 18. Se if, 7 € R> sdo vetores arbitrdrios e & € R, entdo

i) |il] > 0, e além disso, |ii| = 0 se e somente se ii = 0;
i) it = ||
iii) |il)* = (i, it);

iv) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(ii, ¥)| < |ii||7);

v) (Desigualdade triangular) |ii + | < |ii| + |7,
i) |ii + 7| = |il]? + 2(it, 7) + |7|%
vii) il +|? = |it|*> + |5|?, se e somente se, il e T sido ortogonais;
viii) |il x 3| = |i|?|9)? — (i, 7).
A definicdo de vetores ortogonais, a que nos referimos nesta tultima
proposigdo, é determinada pela condi¢do (i/,7) = 0, isto é, dois vetores sdo orto-
gonais se e somente se o produto escalar entre eles é igual a zero. Mas notemos que

(0,9) = (ii,0) = 0 para quaisquer i,7 € R® e portanto entenderemos que ao dizer

que i e U sdo ortogonais pode ocorrer que pelo menos um deles seja o vetor nulo.

Proposicao 19. A operagio de multiplicagdo no conjunto dos quatérnios admite elemento

neutro. De outra forma, existe r € H tal que qr = rq = q para todos q € H.

Demonstragio. Queremos encontrar r = x + @ € IH de tal forma que

qr=rq =4,
para todos g = a + il € H.

Da igualdade gr = g, temos que

—

(a4 i) (x+©) = (ax — (il,@)) + (a@ + xti + (i X @)) = a+ i,
e da igualdade de quatérnios queremos obter x e @ de forma que

aai— (i, W) =a M

at + xil + (# X @) = .
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Da segunda equacdo em (1), temos que
atb + (x — 1)il + (it x @) =0,

e desta forma existem escalares, ndo todos nulos, tais que a combinagdo linear dos
vetores W, i e (il X @), resulta no vetor nulo. Segue que os trés vetores envolvidos
sdo linearmente dependentes. Como o vetor (il x @) é simultaneamente ortogonal a
il e a W entdo para que os trés vetores sejam linearmente dependentes deve ocorrer
que i e W sejam linearmente dependentes. O vetor procurado @, deve entdo satisfazer

W = wil, para algum escalar « € R.

Substituindo isto na segunda equacdo de (1), e levando em conta que (i x
(wif)) = 0, obtemos

(aa+x —1)ii = 0.

—

Mas sendo i um vetor arbitrario em IR3, ndo podemos esperar que i = 0
sempre, e assim segue que o escalar deve ser nulo, isto é, (xa + x — 1) = 0, ou ainda

(x —1) = —aa. Voltando agora na primeira equagdo em (1), temos que

a = ax — (il,®) = ax — (il wil) = ax — «lii|?,

ou ainda

w|ii]?> =ax —a =a(x —1),
e substituindo (x — 1) = —aa, temos

w|if]? = a(x — 1) = —aa®.

Ora, como |if |2 e a% sdo ambos nao negativos, os dois membros desta tltima
igualdade possuem sinais contrarios e assim, a igualdade somente serd satisfeita se
« = 0 e portanto @ = ail = 0. Com @ = 0 de volta em qualquer uma das duas

equacgoes em (1) segue que x = 1.

Desta forma, r = x+@ = 14+0 = 1+ 0i + 0j + Ok é o (tinico) elemento
que cumpre gr = q para todo g € H. E facil ver que também rq = g para todo
g € H. Segue que a operagdo de multiplicagdo admite elemento neutro, a saber

r=1+0=1+0i+0j + Ok. O
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O elemento neutro da operagdo de multiplicagdo a que se refere a proposicdo
anterior, 1 4+ 0 = 1+ 0i 4 0j 4 Ok ser4 deste ponto em diante chamado de unidade de

H, e representado por 1 ou simplesmente por 1, quando ficar claro que 1 € H.

Defini¢dao 20. Um quatérnio g é dito invertivel se admitir simétrico pela operacdo de

multiplicacdo. Isto é, se existir r € H tal que
qr=rq =1,
e neste caso, o quatérnio r serd chamado de inverso de g e representado por .

Proposic¢do 21. Todo elemento nio nulo de H é invertivel. Isto é, dado g = (a + i) € H*,
existe r € H, de forma que

qr=rqg = 1.
Demonstragdo. Primeiro observemos que q =a+1i =0, se e somentesea =0e il = 0,

se e somente se a = 0 e |if| = 0, se e somente se (a® + |ii|?) = 0.
Seja entdo ¢ = a +ii € H*, e portanto (a® + |if|?) # 0. Queremos obter
r =x+ @ € H, de forma que qr = rg = 1. Da igualdade gr = 1, temos que
(a+4i)(x 4+ @) = (ax — (il, @) + (a® + xil + il x ®) =1 =140,
donde segue da igualdade de quatérnios que

ax — (i, w) =1
R )
aw~+xu+1u xw=20.
Da primeira equagdo em (2), temos ax = 1+ (il, @), e multiplicando ambos

os membros por 4, segue

=a— x(ii, ) — (i, il X ).

Mas notemos que na igualdade acima, (i, il x @) = 0, pois, il X @ é um vetor

ortogonal a ii e desta forma o produto escalar entre eles é igual a zero. Segue que

a*x = a — x(il, il) — (i, il x @) = a — x|ii|?

4
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donde

x(a® +[il*) = a,
e como (a2 + |if|?) # 0, segue que

a

Y= e FiEk

Notemos agora que da segunda igualdade em (2) segue que os trés vetores
envolvidos na soma sdo linearmente dependentes. Isto porque existem trés escalares
ndo nulos tais que a soma entre estes trés vetores resulta no vetor nulo. Mas o vetor
il x W é ortogonal a ii e a W simultaneamente, entdo para que os trés vetores sejam
linearmente dependentes deve ocorrer que i e @ sejam linearmente dependentes.

Segue que W = aii para algum escalar « € R.

Voltando com @ = aii na primeira equagdo em (2), obtemos

— a
ecom x = m, segue que
2 712
212 __ 4 __—d]
lX|u| —ax—l—ﬁ—l—ﬁ.
a% + i a? + i
Esta ultima igualdade é sempre satisfeita colocando a = m (mesmo

quando i = 0). Desta forma @ = wil = <m> il, e portanto

rextd= (o V(e V= (5t ) a0
B - \a?+ i]? a2 +[i2) = \a?+ Ji]?

é o (tinico) quatérnio que cumpre gr = 1. Podemos verificar que também rg = 1 e
desta forma, dado qualquer g € H*, existe r € IH que cumpre qr = rq = 1, chamado

de inverso multiplicativo de g. O

De acordo com esta ultima proposi¢do, se ¢ = (a+ i) # 0 entdo g é invertivel,

e além disso,

L + _—1 il = _1 (a—if)
T o \a@vqae) T\ A )t T \ @ qap

é o Gnico quatérnio que cumpre g(g~!) = (g7 ')g = 1. Observe ainda que, sendo g
ndo nulo, 4! é também néo nulo, e portanto também invertivel. A prépria igualdade

q(g71) = (g71)g = 1 nos diz que q é o inverso de g}, isto &, g = (g 1) 1.
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Observemos que em virtude da igualdade 0-g = g-0 = 0, para qualquer
g € H, entdo 0 ndo pode jamais ser um elemento invertivel. A proposicdo anterior
pode portanto ser entendida também no sentido reciproco, isto é, g é invertivel se e

somente se q # 0.

Com o que provamos até agora, a terna ordenada (H, +, ) é um anel, ndo
comutativo, com unidade, no qual todo elemento ndo nulo admite inverso multipli-

cativo.

Defini¢ao 22. Dados dois quatérnios g e r, com r # 0, definimos o quociente de g por
r como sendo o quatérnio representado por 4, chamado de resultado da divisdo de g

por r e dado por

Em virtude desta tdltima defini¢do, no caso em que g € H*, é comum escrever
que g1 = %. Além disso, outras propriedades advindas da teoria dos anéis podem
ser aplicadas a esta notagdo. E importante tomar algum cuidado pois ndo podemos
fazer uso da propriedade comutativa da multiplicacdo. Como consequéncia disto,

podemos ver que g (£) = L, mas (1) r # L.

Por este motivo vamos evitar a notagdo g, de divisdo entre quatérnios. Usare-
mos esta notacdo apenas quando estivermos tratando com ntimeros reais. A notagdo
T'com a € R* e g = (a +if) € H significard (1)g = (1)(a+ i) = 2 + Lii.

Provaremos agora que o conjunto dos quatérnios ndo possui divisores

proprios de zero. Esta propriedade faria do conjunto dos quatérnios um anel de

integridade se este conjunto fosse um anel comutativo.

Proposicao 23. Se q e r sdo dois quatérnios tais que qr = 0, entdo q = 0 ou r = 0.

Demonstragio. Sejam q = (a + il) e r = (b + ¥) e suponha ainda que
(a+1i)(b+7) =0. (3)
Para provar que ¢ = 0 ou r = 0, vamos supor que um deles ndo seja zero

e, neste caso, provar que obrigatoriamente o outro serd. Suponha entdo que também

q= (a + 5[) #0,e equivalentemente que (a2 + |b7|2) # 0.
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Da igualdade (3) temos que
(ab — (it, 7)) + (a¥ + bii + il x 7) = 040,

e portanto

l

F) =0

+uUxd=0.

ab — (
4)
av+ b

=

Multiplicando a primeira equagdo em (4) por a € R, temos que
2 7oA
a“b — (ii,ad) =0,
e substituindo (a7) da segunda equagdo obtemos

0 = a?b — (il,a?) = a*b — (ii, —biil — il x T) = ab + blii|* + (i, il x D).

Mas (ii, il x 7) = 0 pois #f X T é um vetor ortogonal a i e desta forma o produto

escalar é igual a zero. Segue que esta tltima igualdade fica reescrita como
0 = a®b + b|ii)* = b(a® + |ii|?),

e como (a? + |iI]?) # 0 entdo segue que b = 0. Voltando ao sistema (4) com b = 0

temos
(ii,3) =0
)

at+ i x 7 = 0.

Tomando o médulo ao quadrado da segunda equacao de (5), temos que

e como o vetor (il X ¥) é ortogonal ao vetor av segue dos itens (iv) e (v) da proposi¢do

18 que
0= |a7 + (it x 9)|* = |ad]* + | x 3| = [al|3* + |it]*|7]* — (1, )?,
e levando em conta a primeira igualdade de (5) temos que
0 = [a|3)* + [a*5]* = (|a* + |i1]*)|5]%,

e como (|a]? + |i|?) # 0, segue que |F]?> = 0, donde ¥ = 0, e portanto r = (b + 7) = 0.

Isto termina esta demonstragéo. O
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O préximo coroldrio é a contrapositiva equivalente da proposi¢do anterior.
Coroldrio 24. Se q e r sdo dois quatérnios ambos ndo nulos, entdo qr é também ndo nulo.

Corolario 25. Se q e r sio dois quatérnios invertiveis, entdo qr é invertivel e além disso,

() =g

Demonstragio. Supondo que g e r sdo dois quatérnios invertiveis, entdo sdo dois
quatérnios ndo nulos. Do coroldrio anterior, gr também é ndo nulo e portanto in-

vertivel. Além disso, como

(@) (r g ) =q(rr gt =q97 =1,

e também

1

(g e =rHg gr=rlr=1,

entdo segue da defini¢cdo de inverso que o inverso de (gr) é precisamente r~1g71, isto

é (gr) 1 =r"1g7 L. O

4. Conjugado e médulo de um quatérnio

Nesta secdo estudaremos os conceitos de moédulo e de conjugado de um
quatérnio. A nogdo de médulo é fundamental para outros estudos com estes niimeros.
As defini¢oes de convergéncia de sequéncias e de séries de quatérnios bem como de
limite de fungdes a valores quatérnios, se fundamentam principalmente na ideia de
distancia entre dois quatérnios. Esta distancia é tradicionalmente representada pela
expressao |q — r|. Nestes termos é fundamental o conceito de médulo de um quatérnio

e o estudo de propriedades a respeito deste médulo.

A nogado de conjugado por sua vez esta ligada com a de médulo, principal-
mente em virtude da expressdo (q-7) = |q|%, que é verdadeira se g for um nimero
complexo e se 7 representa o conjugado de g. Estabeleceremos esta ideia também no

conjunto dos quatérnios.

Defini¢do 26. Seja q = a + il = a + bi + ¢j + dk um quatérnio arbitrario. O médulo de

g é o numero real, representado por |q|, e dado por

] = Va2 + b2+ 2+ d? = \/a? + |ii|]2.
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Fica claro que na definigdo acima |ii| = v/b2 + c2 + d2 representa a norma Eu-
clidiana ou o médulo de i = (b,c,d) € IR3. Para facilitar a notacdo, é comum utilizar
a expressdo |q|2 = a? + |if|?>, que evita o uso da raiz quadrada. Uma vez definido o
modulo de um quaténio, vamos verificar a validade de algumas propriedades envol-
vendo esta definicdo. Algumas destas propriedades sdo similares as propriedades de

modulo de niimeros reais ou de nimeros complexos.

Proposicao 27. Para quaisquer g € H e x € R, temos

i) |q| > 0ealém disso, ¢ = 0 se e somente se |q| = 0.
i) |ql = | —ql;

iii) |agq| = |alql;

iv) Re(q) < |Re(q)] < lql;

v) [Im(q)| < [ql;
Demonstragido. Em toda esta demonstragdo, suponha que q = a+1# € IH. Para o
primeiro item, temos |g| = +/a% + [if]2 > 0. Além disso, ¢ = (a+ i) = 0 = 0 +0,
se e somente se a = 0 e il = 0, se e somente se 7 = 0 e lif] = 0, se e somente se
(a® + |if]*) = 0, se e somente se |g|> = 0, se e somente se |q| = 0.

Para o segundo item,

—

q? = a* + | = (=a)* + | =@ = | —qP,
e extraindo a raiz quadrada em ambos 0os membros vem |g| = | — ¢g|.
Para provar (iii),
aq|? = |a(a+7)|* = |aa + ail]?
= (aa)? + |wii]?
= o 4 o2l = a2(a? + (i) = a%lgf?,
e extraindo raiz quadrada em ambos os membros, segue que |ag| = |«||q].

Para provar o item (iv), se g = a+ i € H, entdo a € R e usando propriedades

do médulo de ntimeros reais temos que

a<|al =Va2<\/a®+ ]2 = |q],
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e como a = Re(q), temos Re(q) < |Re(q)| < |g].

Finalmente, para (v), como Im(q) = ii, temos que,
[Im(q)? = Ji]* < a® + |a* = |q]?,

e tomando a raiz quadrada em ambos os membros, |Im(q)| < |g]. O

Dentre as propriedades principais do médulo de um ndamero real ou com-
plexo estéd o fato de que o médulo do produto é o produto dos médulos. Provaremos

agora esta propriedade.
Proposicdo 28. Para quaisquer q,r € H temos que |qr| = |q]||.
Demonstragio. Para esta proposi¢do usaremos as propriedades (vi), (vii) e (viii) da
proposigdo 18. Se q = a +ii e r = x + W sdo quatérnios arbitrdrios, entdo
lqr? = [(a + @) (x + @)
{

= |(ax — (il,®)) + (ai + xii + il x ®)|?

(ax — (i, @))% + |ai + xil + il x D%

Agora como # X W é um vetor ortogonal a i/ e a W simultaneamente, entdo
il X @ é um vetor ortogonal a qualquer combinacdo linear entre i e W, em particular

a (aw + xif). Desta forma,

lgr? = (ax — (il,@))* + |ad + xil + il X D

= a?x* — 2ax(il, @) + (i, ®)* + |a® + xil|* + |il x ©|>
= a?x? — 2ax(il, @) + |a@ + xii|? + |ii|*| @)

— u2x2+a2‘w‘2+x2’ﬁ|2+ W»\ZW”Z

= (a® + [a@*) («* + [@]?) = |q[*|r[
e a igualdade desejada segue extraindo a raiz quadrada em ambos os membros. O

Corolério 29. Se g € H* entdo |q7!| = ﬁ = |q|~.

Demonstragido. Se q # 0 entdo g é invertivel, e portanto existe g~! de forma que

g ) =@ g =1
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Tomando o médulo em ambos 0os membros e levando em conta a proposigdo

anterior, temos que

lqllg ™" = la(g M = 1] = 1.

Como g é ndo nulo, entdo |g| # 0, e portanto dividindo esta ultima igualdade

por |g| segue que
1

—1 _
=7

q

Proposicao 30. Se q,r € H entio

|9+ < lqf + |l

Demonstracido. Se q = a + il e r = x + W entdo

a+x)2+ (|i] + |@|)?
= a* 4 2ax + x* + |il|* + 2|il||@| + |@|?
= a® + |t + 2(ax + |if]|@|) + x* + |@|?

< [q]* +2(Jax| + Ji]|@]) + |r]*
Também notemos que
(lax| + []|@])* = a®x* + 2|ax||d| @] + |7 |T ],
e usando o fato de que 2aB < a® + B2 quaisquer que sejam « e f3 reais, entdo

(lax| + |it||@])* = a®x® + 2|ax| ||| + |i]*|]*
< a2x2+x2‘m2+az‘a»}’2+ ‘ﬁ’Z‘ZT)‘Z
= (a® + |i@]*) (&* + @) = ||,
donde
|ax| 4 [i||@] < |q||r].
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Segue que

g +7* < 191 +2(lax| + |]|@]) + |r[
< lql* +2qllr| + 71> = (lal + |7])
e a desigualdade desejada é obtida extraindo raiz quadrada em ambos 0os membros.

O

Corolario 31. Se q,r € Hentio ||q| — |r]| < |qg—71|.

Demonstragio. Dados quaisquer ¢q,r € H, usando a proposicdo anterior, temos que
gl = lg—r+rl <lg—rl+1r,

e assim,

lgl —1Ir| < |q—r].

Também,
rl=lr—q+4q| <[r—ql+lql,
e assim,
—lg—rl=~[r—ql < lq| = |r].
Segue portanto que,
—lg—rl<lal=lrl <lg—rl,

e das propridades do médulo de ntimeros reais,

gl = |rll < lg —rl.

Como mencionado anteriormente a ideia de conjugado é baseada na ideia de
que, dado g € H, encontremos um quatérnio denotado por 7 e que satisfaz g9 = 9 =
|q|%. Nestes termos se g = a + i queremos definir § = x + @ de forma que seja vélida
a igualdade

(a+10)(x + @) = |qf?,
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ou ainda
(ax — il - @) = |q]?
aw + xii + i x w = 0.
Naturalmente a segunda igualdade nos diz que os vetores i, W e il X @ de-

verdo ser linearmente dependentes e como i x @ é ortogonal a if e a W, entdo i e W é

que devem ser linearmente dependentes. Portanto @ = ai/ para algum « € R.

Substituindo isto na segunda igualdade em (6), e levando em conta que a (i x
if) = 0, obtemos

(aa + x)ii = 0.

Mas como i é arbitrdrio, ndo podemos esperar nesta ultima igualdade, que
ii = 0 sempre. Devemos entio pedir que (ax + x) = 0, ou que x = —ax. Substituindo

este x e W = ail, na primeira igualdade em (6), vem

q* = —a®a —ai]* = —a(a® + [7]*) = —alq]?,
e esta igualdade fica cumprida colocando a# = —1, inclusive quando 4 = 0. Segue
que x = —aa = ae @ = ail = —ii, e a igualdade (q7) = |g|? fica entdo satisfeita se

colocarmos § = x + @ = a — ii. Esta ideia motiva a préxima definicao.

Defini¢do 32. Seja q € H dado por g = a + ii = a + bi + ¢j + dk. Entdo o conjugado

de g é o quatérnio, denotado por 7, e definido por
g=a—u=a—"bi—cj—dk.
Vamos verificar a validade de algumas propriedades envolvendo a definigdo

de conjugado de um quatérnio. Tais propriedades sdo semelhantes as propriedades

envolvendo o conjugado de nimeros complexos.

Proposicgao 33. Sejam q,r € H e a € R. Entio,

iii) qr =7194;

iv) &g = ag;



FUNCOES ELEMENTARES NO CONJUNTO DOS QUATERNIOS 68

vii) g+ =2Re(q) e q—7q=2Im(q);

Demonstragiio. Para provar oitem (i),seq =a+ilentiog = () = (a — i) = (a+ i) =

q.

Para os itens (ii) e (iii), sejam g = a + il e r = b + 7. Entdo

e também

(
= (ab — (ii, 7)) + (a¥ + bii + il X )
= (ab — (i, 7)) — (a¥ + bii + i X T)
= (ab — (—ii, —0)) + (a(—70) + b(—il) + (i) x 7)
= (ba — (=0, —il)) +a(—7) + b(—i) — T x (—ii)
= (ba — (=0, —il)) + b(—il) + a(—79) 4+ (—7) x (—i)
=b—-9)(a—u)=(b+7)(a+iu)=77

Para os itens (iv), (v) e (vi) seja ¢ = a + ii. Entdo

_— — —

ag = wa(a+il) = (aa) + (ail) = (aa) — (ail) = a(a — if) = ag,

gqg=(a+iu)(a+1i)=(a+i)(a—i)
= (a* — (il, —ii)) + a(—il) + ail + il x (—if)

= (a* + (@, 1)) = (a* + |d@]*) = |qI?,
e a igualdade 7 g = |q|* é andloga. Também

72 = a? + | —il]? = a* + |i]* = |qI?,
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e portanto |g| = [g].
Para finalizar, isto é, para o item (vii), seja 4 = a + ii. Entdo,
g+q=(a+il)+ (a—il) =2a=2Re(g),

e também
g—q=(a+il)— (a—1il) =2 =2Im(q),

0 que termina esta demonstragéo. O

O uso do conjugado e do médulo de um quatérnio torna mais fécil a ideia de

encontrar 4~ no caso em que g # 0. A préxima proposigdo estabelece esta ideia.

Proposigdo 34. Seja q = (a + i) € H*. Entio o inverso de q, o quatérnio g~ € H* que
satisfaz qq~' = q~'q = 1, é dado por

1 1 .
= — = —\(a—Uu).
7= gE® = e

Demonstragio. Se q = a + il # 0, entdo da proposicao 21, segue imediatamente que

i 1 1 1

=———(a—i)=—@—i) =—(9).
T T e S @

Outra forma de ver isto sem o uso da proposigdo 21, apenas usando as pro-

priedades do médulo e do conjugado, é a que se segue. Dado g = (a + i) # 0, entdo

g # 0 também, e assim, 7 € invertivel. Desta forma,

5. Poténcias inteiras de um quatérnio

Definicdo 35. Se g € H* e m € Z entdo definimos a m-ésima poténcia de g recursiva-

mente por

1 se m=0,
q" =9 (@™ Hg=q(@" ") se m>0,
(@H™™ se m<0

No caso em que g = 0 e m > 0 entdo definimos também 4" = 0" = 0.
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Observe que nao definimos 0°, e também 0~" com n € N, no conjunto dos
quatérnios. Isto se deve as mesmas razdes que levam 0 e 0~" com n € IN, ndo estarem
definidos no conjunto dos ntimeros reais ou dos niimeros complexos. Também ndo
temos muito interesse na defini¢do de poténcias negativas de um quatérnio, uma vez
que uma série de poténcias s6 abrange as poténcias positivas. Fizemos esta defini¢do

apenas para tornar o texto mais completo.

Vejamos algumas consequéncias imediatas da definigdo anterior. A igualdade
g™ = (g~1)~™ usada para o caso em que m < 0 é também valida para o caso m > 0,
pois neste caso, (471)™" = ((¢71)™H)" = (¢"). Também é valido que q'! = q para
qualquer g € H. A igualdade (¢"!)g = g(¢"!) usada para m > 0 é garantida pela

associatividade da multiplicacdo de quatérnios.

Proposicao 36. Se g € Hem,n € Z entio

i) (q71)" = (q")~" quando q # 0;

i) (4")(q") = 4"

i) (") = g

i) |q"[ = lqI",
com as devidas restrigoes m > 0 e n > 0 no caso em que q = 0.
Demonstragido. Observamos primeiro que, com excegdo de (i), que obriga g # 0, as
demais igualdades sdo trivialmente satisfeitas se g = 0, e portanto vamos considerar
em toda esta demonstracdo que g # 0. A ideia desta demonstragdo, em cada item,

é primeiro usar inducdo finita sobre n > 0 e qualquer que seja m € Z quando for o

caso, e depois a prova para n < 0.

Para a prova de (i), se n = 0 temos claramente que (g1)? =1 = (1)7! =
(g°)~!. Suponha agora a igualdade vélida para n, isto é, (37!)" = (g"")~!. Paran + 1,
temos que
(@) =@ g =@ =) =)
Agora se n < 0 entdo, usando a definigdo de poténcia negativa e a validade da igual-

dade para poténcias positivas, temos

@)= ) )" =a"=((g") ) =g ="
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Para (ii), se n = 0 entdo trivialmente (g™)(q°) = g™ = g"*0

para qualquer
m € Z. Suponha agora a igualdade vélida para n € N, isto é, (¢") - (¢") = g"™"

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(@M@ ) = (@")((a")) = ((4")(9")g = (4" ")g = (9" ).

Se n < 0 entdo, usando a definicdo de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
@)@ =@ )" =) ™)™ =@ )" =g )" = (g,

Para (iii), o caso n = 0 é trivialmente satisfeito pois ()" = 1 = ¢q° = g™ para
qualquer m € Z. Suponha agora a igualdade vélida para n € N, isto ¢, (g™)" = q""

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(g™ = (") (") = (") (q") = g = g,

E para n < 0, usando a defini¢do de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
@) = (™D = (7)) = ) = g
Para (iv), se n = 0 entdo trivialmente |¢°| = |1| = 1 = |¢|°. Suponha agora
a igualdade vélida para n € N, isto é, |¢"| = |g|". Para n + 1, usando o item (i) da

Proposicao 28, temos

9" = |9"q] = |9"]|q] = |q]"|q| = |q]"*".

E para n < 0, usando a defini¢do de poténcia negativa, as igualdades ja provadas e o

item (ii) da Proposigdo 28, temos

" =1 )" =17 = () ™" = el

O leitor poderd perceber que nesta tltima proposicdo faltam propriedades
conhecidas sobre poténcias. Ressaltamos que em virtude da ndo comutatividade
da multiplicagdo dos quatérnios, algumas propriedades sobre poténcia, validas para
numeros reais ou complexos, perdem a validade no conjunto dos quatérnios. Como
exemplo citamos que ndo é sempre valida a igualdade (g192)" = (91)"(92)". De fato,

basta colocar q; =i, g2 = j, n = 2, e temos

(i) =k = =1 #1=(-1)(-1) = (*)(/*).
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6. Sequéncias e séries de quatérnios

O estudo das séries convergentes de quatérnios tem um papel fundamental
para este texto. Isto porque a abordagem que escolhemos para definir as fungdes
elementares a valores quatérnios, assunto principal deste texto, é a abordagem por
séries de poténcia. Para o estudo das séries de poténcia é necessério o estudo também

das sequéncias convergentes.

6.1. SEQUENCIAS DE QUATERNIOS.

Definic¢do 37. Uma sequéncia infinita, ou simplesmente uma sequéncia, de quatérnios

é uma sucessdo infinita de nimeros quatérnios,

d1,92,493, s qns -+

sendo esta sequéncia representada, da mesma forma que as sequéncias de ntimeros
reais ou de nimeros complexos, por {g, }neNn+ Ou (§n)nenN+ Ou ainda de forma mais

simplificada, {g,} ou (qn).

Definicdo 38. Uma sequéncia de quatérnios (g,) é dita ser convergente, se existir

algum g € H tal que, para qualquer € > 0, existe ng € IN, tal que

lqn—q] <e

para todo n > ng. Neste caso, dizemos que (g,) converge para g e escrevemos g, — (,
ou ainda que g é o limite de (g,) e escrevemos lim g, = g ou mais simplesmente
n—oo

limg, = q.

No caso de ndo existir o quatérnio g a que se refere a defini¢do anterior, entdo

a sequéncia (gq,) é dita ndo convergente, ou divergente.

Teorema 39. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios. Para cada n € IN* suponha
que Gy = ay + bpi + cnj + dpk. Entdo (q,) converge, se e somente se, (an), (bn), (cn) € (dn)

convergem. Além disso,
limg, = (limay,) 4+ (limb,) i+ (limc,) j + (limd,) k.
Demonstragido. Suponha primeiro que (g,) é uma sequéncia convengente e também

que qn = a, + byi + cyj +dyk para cada n € IN*. Seja g = a + bi + ¢j + dk o limite da

sequéncia (g, ). Mostraremos que a, — a, b, — b, ¢, — ced, — d.
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Dado & > 0 arbitrario, como g, — g, existe ny € IN, tal que

lan —ql <e
para todo n > ng. Desta forma, para todo n > ng, temos
lay —al* < |ay, —a|*> + |by — b]* + |cy — c|* + |d, — d?
= |(an —a) + (by —b)i+ (cn — )j + (dn — Dk|* = |gn — q* < €,

donde |a, —a| < ¢, e entdo, a, — a. Analogamente obteremos que b, — b, ¢, — c e

d, — d.

Reciprocamente suponha que a, — a, b, —+ b, ¢, = c e d, — d. Mostraremos
que g, — a+ bi+cj+ dk. Seja € > 0 arbitrario. Para o ntimero real { > 0, existem

ny,ny,n3, ng € N, tais que

€

la, —al| < 4 sempreque > ny,
€

|bp — b| < g sempreque 1>y
€

len —¢| < § sempreque 1> ns,
€

|dy —d| < 4 sempreque n >y

Tomando ny = max{ny, ny, n3, ny} temos que quando n > ny entdo n > ny,

n > ny, n > nzen > ny simultaneamente. Portanto, para todo n > ny temos que,

|(an + byi + cuj + duk) — (a+ bi+ cj + dk)|

[(an —a) + (by = b)i+ (cn — c)j + (dn — d)K|
< [(@n = a)| +[(bn = b)| + |(cn — )| + [(dn — d)|
s S

<t i il
4 4 4 4 7

|Gy — (a4 bi + ¢j + dk)|

donde g, — (a + bi + cj + dk). Para finalizar, basta ver que se g, = a, + bni + cnj + dyk
converge para q = a + bi + c¢j + dk, entdo

limg, =qg=a+0bi+cj+dk = (lima,) + (limb,) i+ (limcy,) j + (limd,) k,
como desejado. O

Corolario 40. Uma sequéncia (q,) converge para q € H, se e somente se, (Re(q,)) e
(Im(qn)) convergem respectivamente para Re(q) e Im(q). De outra forma, se g, = an + iiy

e q = a+ii, entdo q, — q, se e somente se a, — a e i, — il.
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O préximo lema nao serd demonstrado pois é uma consequéncia do Teorema
39 e da validade do préprio lema para sequéncias de nimeros reais.

Lema 41. Se uma sequéncia (q,) de quatérnios converge, entdo toda subsequéncia de (qn)

converge para o mesmo limite da sequéncia (qy).
Proposicdo 42. Sejam (qn) e (rn) sequéncias de quatérnios convergentes, para q e r respecti-
vamente. Entdo,
i) (aqn) — (aq), para qualquer x € R;
i) (gn+r) — (g+7);
iii) (qurn) — (qr);
) Gn — q;
v) |qu| — |4].

Demonstragio. Para todos os itens a prova seguird os mesmos passos do caso de

sequéncias de nimeros reais ou de nimeros complexos.

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como por hipétese (4,) converge para g, entdo existe

€
la|+1

np € N, tal que |7, — q| < sempre que n > ny. Desta forma, para todo n > n,

temos
B e o
[(aqn) = (aq)| = lallgn —q| < lalp—g = e =7 <@

donde segue que (ag,) — (aq).

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como por hipétese (g,) converge para g, entdo existe

ny € N, tal que |g, —g| < 5 sempre que n > n;. Também como (r,) converge

para r, entdo existe n, € IN, tal que |r, —r| < 5 sempre que n > ny. Escolhemos
ng = max{ny, ny}, e desta forma, para todo n > ny temos

s

2~ %

€
[(Gn+10) = (@ +1) =lgn—q+ran—7| < g —q| + [ — 7| < 5T
donde segue que (g, +tn) — (9 +7).

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como (g,) converge para g, entdo existe n; € IN, tal que
lgn —q| < m sempre que 1 > n1. Além disso, existe n, € IN tal que, |q, —g| < 1,

sempre que 1 > np. Entdo para n > np temos,

qnl = lgn —q+4q] <lqn—ql+lq] <1+|q].
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Também como (r,) converge para r, entdo existe n3 € IN, tal que |r, —r| <

2(|qT+1) sempre que n > n3. Escolhemos ny = max{n, nz,n3}, e entdo para todo

n > ng temos simultaneamente n > ny, n > n, e n > n3 e assim,

‘(qn”n) - (qr)\ = ‘ann — qn? + qnt — ‘V‘
< gulra =)+ 1(n — )7
— 1gullrn — |+ |3 —qllr]
&
< (1+ + |7
ST VR Ty

e |r| cELE
2/r+1 "2 "2

s

_|_

:8,

N ™

donde segue que (qutn) — (g7).

Dado ¢ > 0, da hipétese g, — ¢, existe np € IN tal que, para todo n > ng

cumpre-se |, — q| < e. Logo para todo n > ng temos,

T =4 = lgn —q] = lgn —q| <&,
donde, g7, — 7.

Seja ¢ > 0. Da hipétese g, — g, existe np € IN tal que para todo n > ng

cumpre-se |, — q| < €. Logo, usando o Coroldrio 31, para todo n > ng temos,

gn| —1gl] <lgn—ql <&,

o que garante que |g,| — |g|. Isto termina esta demonstracao. 0

6.2. SERIES DE QUATERNIOS.

Defini¢do 43. Dada uma sequéncia (g,) de quatérnios, a soma dos infinitos termos g,

é denominada uma série (de quatérnios) e é expressa por

(]
Y =+t at gt
n=1
Também representaremos uma série de quatérnios simplificadamente por
Y_qu, e entendemos que a soma é em n € IN*.

Definicao 44. Dizemos que uma série ) g, converge ou é convergente, se existir o

limite da sequéncia (S;,), chamada de sequéncia das somas parciais, e dada por

Sw=Y qn=q+G+" +qn

n=1



FUNCOES ELEMENTARES NO CONJUNTO DOS QUATERNIOS 76

No caso da sequéncia (S,), e consequentemente a série Y g,, convergir entdo a série
é dita ser convergente para o limite da sequéncia, e escrevemos
(o)
Y qu = ;lqn = 5= lim S, =1im S,

No caso de ndo existir o limite da sequéncia das somas parciais (S, ), entdo a

série ) _q, é dita divergente ou ndo convergente.

Teorema 45. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios, e para cada n € IN* suponha
que qn = an + byi + cyj +dyk. Entdo ) q, converge, se e somente se, Y a, Y by, Y. cne ). dy

convergem. Além disso,

2gn = (uan) + (bn) i+ (en) j+ (udn) k.

Demonstragio. Para cada m € IN¥, seja
m

m
Su=Y_qn =Y (an+bui+ cnj + duk)
n=1

n=1

— (éan> + (ébn) i+ (écn)]ﬂr <§dn) k

sendo que (Aw), (Bm), (Cn) e (Dyy) sdo as sequéncias (de nimeros reais) das somas

parciais das séries }_ay,, Y by, Y c, e ). d, respecivamente.

Agora temos entdo da defini¢do de série convergente que ) g, converge se
e somente se (S;,) converge. Do Teorema 39, (S,,) converge se e somente se (Ap),
(Bm), (Cy) e (D) convergem. Dos resultados de sequéncias e séries de nimeros
reais, (Am), (Bm), (Cpn) e (Dy) convergem se e somente se Y a,, Y by, Y.cn € Y dy

convergem.

Segue que ) g, converge se e somente se ) ay, Y by, Y ¢y € ). d, convergem.

Além disso,

Y gn =1imS,, = (lim Ay,) + (im By,) i + (im Cy,) j + (lim Dy,) k

= (Y an)+ (Y bn)i+ (Y ocn)j+ (Y dn)k
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Corolario 46. Uma série Y q, converge se, e somente se, convergem as séries y_ Re(qy,) e

Y. Im(qy,). Além disso,
an = ZRe(qn) + Zlm(qn).

Teorema 47. Se ) q, converge, entio g, — 0.

Demonstragio. Sejam

m
Sm - Z dn, e S = thm
n=1
Para cada n € IN*, temos que g, = S, — S;,—1. Sendo (S,_1) uma sub-

sequéncia da sequéncia (S,), o lema 41 garante que (S,,—1) converge para 0 mesmo

limite de (S,). Segue que
limg, = lim(S, — S,-1) =lim S, —limS, 1 =S-S5 =0,

donde g, — 0. O

O préximo corolério ndo serd provado pois é a contrapositiva equivalente do

teorema anterior.

Corolario 48. Dada uma sequéncia de quatérnios (qn), se qn nio converge para zero entio

Y_qu € divergente.

Definicao 49. Uma série ) g, é dita absolutamente convergente se, e somente se,

Y- |qn| for convergente.
Observe que na defini¢do anterior, embora ) g, seja uma série de quatérnios,
a série }_ |q,| é uma série de ntiimeros reais positivos.

Teorema 50. Se ) q, é absolutamente convergente, entio ) q, é convergente.

Demonstragio. Suponha que }_q, é absolutamente convergente. Da definicdo de série
absolutamente convergente segue entdo que Y |g,| é uma série (de numeros reais)

convergente.
Para cada n € IN¥, seja g, = a, + byi + ¢,j + dpk. Como
|an| < |qnl,

para cada n € IN¥, entdo do teste da comparacdo para séries de ntimeros reais temos

que Y |a,| é convergente. Entdo ) a, é uma série de nimeros reais absolutamente
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convergente, e portanto convergente. Pela mesma razao, Y_by,, Y .c, e }_d, sdo séries

convergentes. Segue do Teorema 45 que ) g, converge. O

O teorema que acabamos de provar tem grande importancia. Ele permite
que usemos conhecimentos sobre a série de nimeros reais ) |g,| para decidir a con-
vergéncia da série de nimeros quatérnios ) g,. Dentre outras vantagens podemos
fazer uso de dois importantes testes de convergéncia de séries de nimeros reais, a

saber, os testes da razdo e da raiz.

Teorema 51 (Teste da Razdo). Seja ) q, uma série de quatérnios e suponha que

dn+1
dn

= L.

lim ‘
Entdo, se L < 1, a série ) qy, é (absolutamente) convergente.

Demonstragio. Supondo lim ‘qﬁ;—ﬂl' = L < 1, entdo pelo teste da razdo para séries de
n
numeros reais, a série ) |q,| € uma série convergente. Seque que }_ g, é absolutamente

convergente e entdo do Teorema 50, é uma série convergente. O

Teorema 52 (Teste da Raiz). Seja ) g, uma série de quatérnios e suponha que
lim {/|gn| = L.

Se L <1, a série ') qy é (absolutamente) convergente.

Demonstragio. Como lim {/|q,| = L < 1, entdo pelo teste da raiz para séries de
nimeros reais, a série ) |g,| é uma série convergente. Seque que ) g, é absoluta-

mente convergente e portanto convergente. o

Podemos também provar, nos dois taltimos teoremas que se L > 1 entdo em
qualquer um dos testes a série ) g, é divergente. Ndo enunciamos nem demonstra-
mos esta afirmacdo porque ela ndo nos interessa diretamente neste texto. Também,
lembremos que ambos os testes sdo inconclusivos se L = 1. E possivel obter séries
divergentes e convergentes que cumprem L = 1 em ambos os testes. Neste caso, isto

é, quando L = 1, outro teste deve ser aplicado.
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7. Fun¢des elementares no conjunto dos quatérnios

Vamos agora definir algumas das fungdes elementares a valores quatérnios.
Estamos particularmente interessados nas fungdes exponencial, trigonométricas e tri-
gonométricas hiperbdlicas de um quatérnio. O método que usaremos é a abordagem

por séries de poténcia.

Durante toda esta etapa, dado um quatérnio g4 = a + ii, estaremos supondo
que il # 0 e consequentemente que |if| # 0. Isto se deve ao fato de que se i = 0 entdo
podemos considerar que g = a + 0 € R, e est4 fora dos nossos interesses (re)estudar

as fungdes elementares no conjunto dos ntimeros reais.

7.1. A FUNGAO EXPONENCIAL. Sabemos que se x € IR, entdo é vélida a igualdade
n 2 3 i

X
x_E: —
‘ _n*O_]l'_1+x+E+§+I+.”.

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série
seja convergente. Verificaremos entdo quais os valores de x € IH tais que a série

converge.

X
Dado g € H arbitrario, considerando a série ), %,

n=0

e aplicando o teste da

razao, temos

n+1
q

(n+1)!
qn

nl

n+1 |
zlian' —l'ml20<l,

li —
S e (n+ 1)l g[" ~ noeo (n+1)

n—o00

™ on
donde segue que a série 20 % é absolutamente convergente, e portanto convergente,
n=
qualquer que seja g € IH. Usamos entdo a igualdade em série de poténcias da fungao

exponencial de varidvel real para definir a fun¢do exponencial de um quatérnio.

Defini¢ao 53. Dado g € H, definimos a exponencial de 4, como sendo o quatérnio

representado por e, e dado por

0 n 2 3 4
gy 1 _ I N
e n;o”! L R TR TR TE 7)
Observe que assumimos nesta igualdade que q° = 1 independente do

quatérnio g4 € H. Esta convencdo é por pura simplicidade para ndo sermos obri-

®  n
gados a escrever ¢/ = 1+ Y L. Apesar desta defini¢cdo ser importante, queremos
n=1""
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obter uma expressdo mais simples que nos permita mais facilmente calcular e/ para

um dado g € H.

Lembremos primeiro que, dados x,y € R entdo é vélida a expansao binomial
ey =3 (M)
r=0 \T ’
e esta igualdade ndo é verdadeira para todos x,y € H, em virtude da ndo comutati-
vidade do produto entre quatérnios. Entretanto se x € R e y € H entdo xy = yx e
neste caso a expansdo binomial fica vélida para o termo (a + if)". Segue entdo que

n n |
(ﬂ + 17[)" _ Z (7’[) AV = Z %an—rﬁr. (8)

= (n—r)!

O lema a seguir nos ajudara a trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta dltima igualdade.

Lema 54. Para qualquer m € IN,

[ee] n (0] n
1 n—r=r+m a 1 —1M 1 n—r=zr+m+1
a u =e —u + a i .
n;or;o(”rm)!(n—r)! m! ,gog)(r+m+1)!(n—r)!

Demonstragio. Dado qualquer m € IN e comecando com

0 n
1 n—rzr+m
atuttm,
n;()r:ZO (r+m)l(n—r)!

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos r = 0 do so-

matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

0o n 1
Z Z anfrl—[ﬂrm
n=0r 0(1’ + m)'(n B 1’)'
= iaOﬁm + - Z 1 gt tm
m! == r+m)l(n—r)!
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n—r=2r+m

m'n!anﬁmjL L L (r4+m)!(n —r)!a !

o0 1 [e) n 1
— _— gm 1 - n n—r=or+m
m" < +Zn!a>+zz(7+m)!(n—r)!a "

_ 1 —m a n+l—r=r+m
T jLZ:‘;‘(r—|—m)!(n—|—1—r)!a "

oo n 1

1 =M 0 n—r=2r+m+1
=—u-e + E E a’ 'u .
m == r+m+ 1) (n—r1)!

o0
el = Z 2 ri(n — r)!anfrgr

a
== (r+4)!(n—r)!

1 1 1 2w
— a2 a_— =22 a— =3 a -~ =4
=e¢ t+eute T +e S!u +e ' +1;);)(r+5)!(n_r)! ,

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

i, 9)

%
[

gk
9]

ENY
A
=
I
x
IS
18

i = (0 + @) (0+ 1) = (0 (i, i) + (0ff + 0 + if x i) = — (il i) = —|iil?,
e entdo quando n = 2r é par, temos que
T L—l»Zr — (ﬁZ)r — (_|L—[|2)r — (_1)r L—[|2r/

e quando n = 2r + 1 é impar,
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Separando o somatério em (9), nas suas parcelas com n par e com n impar,

temos
el = ¢ i lﬁ”
- n!
n=0

— ea i 1 L—[Zn + i 1 —2n+1
= (2n)! = (2n+1)!
1 ad 1

= (=1)" @ + (~1)" @it
1;,(271)' E(Zn-{—l)'
1 1 & 1

— ea ( 1)n ﬁlzn‘f‘ﬁT ( 1)n|—»|2n+1
1;,(271)' || = (2n+1)!

=e" <cos(|ﬁ|) + |4sen(|ﬁ|)) ,
sendo que a pentltima igualdade se justifica pois |ii| # 0.

Segue finalmente que para ¢ = a + ii € H a exponencial de g é dada por

¢ ¢ (cos(|i[]) +Ma).

]

Formalmente temos entdo uma defini¢do alternativa para a exponencial de

um quatérnio sem o uso explicito das séries de poténcia.

Defini¢dao 55. Dado q = (a+ i) € H, definimos a exponencial de g, como sendo o

quatérnio representado por ¢7, e dado por

=L

el =e” (cos |if] + se|r;||u|b_[) =¢" (cos |it| + Wsen\ﬁ]) , (10)

quando |if| # 0 e por 7 = ¢* quando |ii| = 0.
A seguir apresentamos algumas igualdades da fun¢do exponencial de varidvel

quaternidnica. Sado propriedades vélidas para varidveis reais ou complexas. A

demonstracdo ndo apresenta dificuldades técnicas.

Proposicdo 56. Para qualquer quatérnio q = a + ii, tem-se

iii) 1 #0,



FUNCOES ELEMENTARES NO CONJUNTO DOS QUATERNIOS 83
iv) le*| =1,

v) e 1= (e)71,
Demonstragio. Todas as igualdades sdo triviais se i = 0, pois recaem ao caso real.

Vamos entdo considerar agora q = a + i um quatérnio arbitrario com i # 0.

Para estabelecer o item (i) basta ver que
il 0+ __ — i —
et =" = (cos|u|+msen|u|),

e sendo ¢ um numero real,

el = ¢ (cos |i] + 2 sen |L7|> =¢f.

I

Para o item (i), temos que

o 2
e = |e” (cos|ﬁ| + |%ser1|ﬁ|)
. 7] . 2
= |e” cos |if] + = sen |ii]
i
" il
= (e cos |if])* + msen\m
2a|ﬁ|2
= ¢* cos? |if] + — =5 sen? |il|
||

= ¢ (cos2 |if| + sen? \ﬁ]) = %,
e a igualdade desejada segue agora extraindo raiz quadrada em ambos os membros.

O item (iii) é uma consequéncia imediata do item (ii). Ja que |¢7| = e? # 0
qualquer que seja g = a + i/, e 0 médulo de um quatérnio é nulo se e somente se o

quatérnio é nulo, entdo segue que ¢7 # 0 qualquer que seja g.
O item (iv) é também consequéncia imediata dos itens anteriores, pois
o] = [ee] = || = ¢,
e a igualdade desejada segue dividindo ambos os membros por e“.

Finalmente para o item (v) temos que como e7 # 0 entdo e7 é invertivel. Além

disso, de acordo com a proposicdo 34, é valida a igualdade
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Entao
1\ — 1 . i _
(' =(—5])e"= - )e | cosli] + — sen|i
€] e ]
1 -
= eTae“ (cos |i] — %senhﬂ)
=e " (cos| — | + ‘ _L:_” sen | — ﬁ|) =e1,
e isto termina esta demonstragao. O

E preciso tomar cuidado ao admitir a validade de expressdes para o caso
quatérnio, que sdo clédssicas para a exponencial de varidvel real ou de varidavel com-
plexa. E facil ver que e7*" = e’ ndo é valida para quaisquer que sejam g,r € H. De
fato, basta ver que

" 1
et = cos V2 + (i +j)ﬁ senv/2,

e no entanto

elel = (cos1+isen1)(cos1+jsenl) = cos?>1+ (i +j)(sen1)(cos1) + ksen®1.

7.2. As FUNQOES TRIGONOMETRICAS. Sabemos que para todo x € IR, é valida a ex-

pressao,
x2n+1

sen(x):x———i————_—l—---: i](_l)n(Zn——i-l)!'

n—=
A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € IH, desde que a série

seja convergente. Verificaremos para quais valores de ¢ € H isso acontece. Dado

g € H arbitrério, temos

_ +1 q2n+3
o lal _ o [
lim FA lim e
n—oo n—oo

i ((—1)”m

U | N IR L s
e T T P s R e G P T i B

Segue, do teste da razdo, que a série )| (—1)”% é absolutamente conver-

n=0
gente, e portanto convergente, qualquer que seja g € IH. Com isto, podemos entao

definir a fungdo seno de um quatérnio q pela igualdade em série de poténcia.
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Defini¢do 57. Dado um quatérnio g, o seno de g é o quatérnio representado por seng,

dado pela expressao
2n+1

Ny 1
sen(q) = n;o(_l) [ZEE

Como no caso da fungdo exponencial, queremos obter uma expressdo mais
simples que nos permita calcular o valor do seno de um ntmero quatérnio sem a

necessidade de determinar a soma da série.

Para isto, considere g = a + i € H. Aplicando a definicdo anterior temos

" (a _|_ ﬁ)2n+1

(a+ @)  (ati) (atud)
(2n+1)!

3! 51 7! +oo (1)

(11)

sen(q) = (a+ i) —

Usando novamente a expanséo binomial (8), podemos reescrever (11) como

> 2n+1 _ = (_1)11 —\2n-+1
sen(q) = ), ;5= 7y 2n+1 _Z At
n=0

B
=)

00 2n+1
Z 1)11 % (271 + 1)! a2nfr+lﬁr
(2n+1)! rl(2n —r+1)!

= (_1)11 2n—r+1=r
; ; '(2n —r+1)! ? v

O préximo lema sera ttil para trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta tltima igualdade.

Lema 58. Para qualquer m € N,
oo 2n+1 (_1);1

nzb rzo (r+m)! (2n—r+1)

2n r+1 —»r+m

1 1
= —ii"sen(a) + ————ii" ! cos(a)

m! (m+1)!
_ >, Hd (_1)71 2n—r+1r+m-+2
S A,
== r+m+2)(2n—r+1)!
Demonstragdo. Tomando

2, 2l (_1)n 2n—r+1=r+m

Y. ) ' a T

n=0 r=0 (r+m)'(2n_r+1)-

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos ¥ = 0 do so-
matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos
oo 2n+1 (_1)n

L) (r+m)!(2n — r—|—1)!a

n=0 r=0

2n—r+1 ﬁr—&—m
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1, (P TR & (=1)" g2n—r+1grtm
T +m +nz‘1; r+m)(2n—r+1)
= % L i 1)!7””+l
o _qyn 241 1y
* 1; (m!((Zn %)— 1)!a2n+1ﬁm * ; (r + m)((Zn)— r+1)! aznr+1ﬁr+m)
— % 4 ( 1 g+ i . (( 2n+1ﬁm
Ik S

(r—l—m) (2n—r—|—1)!

1
_ 1 = 2n+1 1 —m+1
N ( ; 2n+1 +(m+1)!”

+ izﬁl (_1)11 Zn r+1—»r+m
n=1 r= 1’-|—7’I’l) (2n—r—|—1)
1 —1M 1 — 1 >, 2utl (_1)1/1 2n—r—+1
= — " sen(a) + ———i m+l 4 gl
m! (a) (m+1)! nzl rz1 (r+m)!(2n —r+1)!

Separando novamente os temos em r = 1 do somatoério interno, temos

co 2n+1 —1)"
n—r+1—r+m
1 S
= = (r+m)!(2n—r+1)!
1 " 1 oo 2n+1 (_1);1 3
= —il"sen(a +—Hm+1 + g2 Lgrtm
m! (@) (m+1)! nzlrz‘ (r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m 1 —m+1
=i sen(a) + mu
+ Z )n aZnﬁerl +2%1 (_1)71 a2n7r+lﬁr+m
m+1 )1(2n)! = (r+m)i(2n —r+1)!
(_1);1 2n1/—[m—|—1

1, 1 s
= —i"sen(a) + ———a" "+ ) —
m! (m+1)! rg(erl)!(Zn)!

izgl (_1)n 2n—r+1=r+m
+ a”t T
= = r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m 1 —m—+1 - (_1)11 2n
= il sen(a)+—(m+1)!u 1+,;1 (Zn)!a
+ i 2%1 (_1)n Zn—r—l—lﬁr—l—m
== r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m —m+1
=il sen(a) + C +1)!u cos(a)
>, AL (_1)n a2n—r—|—3ﬁr+m

- L Z (r+m)!(2n —r+ 3)!

n=0 r=
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1 Tiian
(m+1)!

_ i 2%1 (_1)n a2n—r+1ﬁr+m+2

(r+m+2)!12n—r+1)! '

n=0 r=

1 —m
= i sen(a) + cos(a)

Usando agora repetidamente este lema temos que

oo 2n+1 (_1)11

sen(q) = ). ), r!(2n—r+1)!“2n_r+lﬁr

n=0 r=0

co 2n+1 (—=1)"
= sen(a) + il cos(a) Z Z (r+2)! (2n—r+1)

n=0 r=

2n r+1 —»r+2

1 1 1 1
= sen(a) + L_[cos(a) — Eﬁz sen(a) — §u3 cos(a) + Iﬁ‘l sen(a) + §u5 cos(a)

2, 2t (_1)11 a2n—r+1ﬁr+6

L) (r+6)!(2n—r+1)!

n=0 r=0

_ - [ L5 L4 L5

= sen(a) + il cos(a) — >t sen(a) — TR cos(a) + a sen(a) + = cos(a)

~ Lt sen(a) 1.7 cos(a) + i 2§1 (—1)" J2n—r+1r+8
7! = = r+8)(2n—r+1)! ’

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

- —»271 - (_1)11 —2n+1
sen(q) = sen(a + cos(a) ,
L 21y
e usando novamente que #?" = (—1)"|ii]*", e que #*"*1 = (—1)"|if|*"ii, entdo temos
que
sen(q) = sen(a) i (_1)n(—1)”|u|2”+cos(a) i (=1)" (—1)"it)*" it
= (2n)! = (2n+1)!
— sen(a) Y o [t i cos(a) ¥ e [P
(2n) i . O(Zn—l—l)'
1
= sen(a) cosh(|if]) Wcos(a)senh(|ﬁ|),

sendo que nas duas ultimas expressdes usamos o fato de que [if| # 0. Temos portanto

a definigdo que se segue.



FUNCOES ELEMENTARES NO CONJUNTO DOS QUATERNIOS 88

Defini¢do 59. Dado g = a + il € H, o seno de g é o quatérnio denotado por sen(q),

ou seng, e dado por,

seng = sen(a) cosh || + ii—- cos(a) senh |ii], (12)

se il # 0 e por seng = sena no caso em que Im(q) = il = 0.

Repetiremos o processo anterior para a fungdo cosseno. Sabemos que para
todo x € R, é vélida a espansdo em série de poténcia

xr xt «f

o xZn
cosx=1—Zrdm =+ Z

2n)t

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série

seja convergente. Vamos verificar para quais quatérnios esta convergéncia é satisfeita.

Dado g € H arbitrario, temos

2n+2

(_1)n+1 6]” [
lim ‘qn+1| — lim ‘ (22:‘2)'
g2 (2nm)t l9/?

= lim =0<1.

it (20 +2)1 [g2n  noee (21 +2)(2n + 1)

q2
@)

gente, e consequentemente convergente qualquer que seja g € IH. Podemos entdo

é absolutamente conver-

(o]
Segue, do teste da razdo, que a série ), (—1)"
n=0

definir, pela série de poténcia, o cosseno de um quatérnio.

Defini¢ao 60. Dado um quatérnio arbitrario g, definimos o cosseno de g como sendo

o quatérnio representado por cos(q), e determinado por

00 2n

cosq = Z(—l)”(gn)!.

n=0

Novamente esta definicdo é importante, mas queremos obter uma expressao
mais simples que nos permita calcular o valor do cosseno de um quatérnio sem de-

terminar a soma da série. Usando a expressdo binomial (8), podemos escrever

cosq = i (_1)?‘7271 = i (_1)n(a+ﬁ)2n

= (2n)! — (2n)!
— = (_1)11 % (21’1)! —ri = i 2Zn n Zn T
= (2n)! = r!(Zn—r) = = Zn —7) '

O lema a seguir servird para tratar o somatério duplo do segundo membro

desta ultima igualdade.
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Lema 61. Para qualquer m € N,

i ZZn (_1)11 a2n—r1/—[r+m
= r:O(r +m)!(2n —r)!
— 1 s 1 —m+1
= i cos(a) — mu sen(a)
_ i % (_1)11 a2n7rﬁr+m+2.
== r+m+2)!(2n —r)!
Demonstracido. Comegando com
i % (_1)71 aZn—rﬁr—i—m
== r+m)!(2n —r)!

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos ¥ = 0 do so-

matdrio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

co 2n (_1);1
Z Z aZn—rﬁr—&—m
== (r +m)!(2n —r)!
1 —m >, (_1)11 Zn—r—»r—&—m
= %u + Z u

n=1r=0 (1’—1— ) ( n—r)'
2

n

) a2nr7/—[r+m>

(-
L <r+m><n—r>'
1

3
=

N

=
SN—

— ib—[m + i (_1);1 aZnL—[m 4+ i Zn: )n aZn—rﬁr—&—m
m! = m!(2n)! o r+m —7)!
1y o (D" o SR 1)” nr
= —1 1+ + " rur+m
m! < n;l (2n). > 1;17 (r+m)!(2n —r1)!
= —ii" cos(a) + a? T2
! nz—o = (r+m)!(2n—r+2)'
A (-1t 2n—r41r+m+l
= —i" cos(a) + g2n—r+lgrtm
! (a) n;)r—o (r+m+1)!12n—r+1)!
2n+1 (_1)n

2n—r+1b—[r+m+1.

I
2
g
(@)
2
=
|
e

C (r+m+1)1(2n —r+1)! 4

3
Il
o
-
H

Separando novamente os temos em » = 0 do somatorio interno, temos

co 2n (_1)n
Z Z a2n—r+lb—l»r+m
== O(r +m)!(2n —r)!
1 2, 2l (_1)n 2n—r+1=r+m+1
_ﬁu cos(a ’;O; r—i—m—i—l) (2n—r—|—1)!a !

[e0]

2n+1-m+1

_ Lgm cos(a) — ) a”" i
~om! = m—|—1 2n—|—1)
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i (=1)" 2n—r41orm+1
n—r+1-r+m
+r§ (r—l—m+1)!(2n—r+1)!a "
_ 1 - 1)n 2n+1-m+1
—%u cos(a };0 m+1)!(2n +1)! "
. i 2%1 (_1)11 Zn—r—&—lﬁr—l—m—l—l
= = r+m+1)(2n—r+1)!
_ 1 =M —»m—&—l 2n+1
=t cos(a) (m—|—1 Z 2n—|—1
. i 2211 1)n a2n—rﬁr+m+2.
== (r+m+2)!(2n—r)!
1 1
= i cos(a) — Wﬁmﬂ sen(a)
. i 2Zn 1)n 2n—r1/—[r+m+2'
S leTa]
Usando agora repetidamente este lema temos que
o 2n (_1)11
_ 2n—r 2
cos(q) _r;)r;:) r!(2n—r)!a "
( ) i % ( 1)n+1 2n r—»r+2
= cos(a) — sen(a
== (r+2)! (2n—r)
1 1
= cos(a) —sen(a)ii — Eﬁz cos(a) + 551’3 sen(a)
o 2n (_1)n
+ 2n—rﬁr+4
ng)r—O (r+4)!(2n—r)!
_ o 1.9 1.3 Loy L5
= cos(a) —sen(a)ii — TR cos(a) + 3 sen(a) + o cos(a) 5l sen
. i 2n (_1)n+1 Zn—rl/—[r—l—6
o Yo (r+6)!(2n—r)!
_ _ 1., L3 Loy 1.5
= cos(a) — sen(a)ii — o7l cos(a) + 3 sen(a) + e cos(a) 5l sen
1 —6 1 =7 >, & (_1)n 2n r—»r+8
ol cos(a) + il sen(a +nz6rz(:) r 18 (Zn—r)

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

(="

[ee]

. (D" on
cosq = cos(a) 2 _sen(a) Y ————ii*"
1 n;o (2n)! ;0 2n+1)!
e usando que #?" = (—1)"[i|*" e que #?*"*1 = (—1)" |i[]2 , obtemos
- (=1)" 12 S .y -
cosq = cos(a —1)"|#|"" — sen(a —1)"|u| "
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_ - 1 —12n - 2n+1
= cos(a) 1 (i 1™ i[ DL G ) 2n—|—1 d

| =

= cos(a) cosh(|if|) — ii—: sen(a) senh(|ii]),

=

sendo que as duas tltimas expressdes se justificam pois |if| # 0. Desta forma, redefi-

nimos o cosseno de um quatérnio de uma forma mais simples.

Defini¢do 62. Dado g = a + i € H, o cosseno de g é o quatérnio denotado por cosg,

ou cos(q), dado por

1
i sen(a) senh |if, (13)

se i # 0, e por cosg = cosa no caso em que Im(q) =i = 0.

cosq = cos(a) cosh |ii| — i

E imediato desta definicdo que cos0 = 1 e que sen0 = 0. Também, no caso em
que i = bi + 0j + Ok entdo as expressoes (12) e (13) recuperam as classicas defini¢des

de seno e cosseno de niimeros complexos

sen(a + bi) = senacoshb + icosasenhb,

cos(a + bi) = cosacoshb — isenasenhb,

em virtude das igualdades

@‘

cosh(b) = cosh(—b) = cosh(|b|) e senh(b) = senh <‘b‘ |b|> senh(|b|)

pois |%| = =£1, é apenas o sinal de b. Desta forma temos que as expressdes sao
extensdes das defini¢des de seno e cosseno de varidvel real ou varidvel complexa ao

caso quatérnio.

Algumas propriedades fundamentais da trigonometria podem ser provadas
também para o caso quatérnio. Os préximos resultados estabelecem algumas destas

propriedades.

Proposicao 63. Seja q = a + i € H. Sdo vilidas as identidades

i) sen?q+cos’q =1,

ii) sen(—q) = —(seng),

iii) cos(—q) = cosgq,
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Demonstragido. Suponha que q = a + i é um quatérnio arbitrdrio. Se i = 0 entdo ndo
ha o que mostrar pois estas identidades sdo vdalidas para argumentos reais. Vamos

entdo provar os trés itens para i # 0, usando diretamente as expressoes (12) e (13).

Para provar (i), lembremos que il x ii = 0 e temos que

sen? q-+ cos? q

= (sena cosh |if| + |ZT|cosasenh |ﬁ|) + (cosacosh it — %sena senh|ﬁ|)
= sen? a cosh? |if| — <ZZ)> cos? asenh? |if| + Z—E[senacosh\ﬁ] cos a senh |if|
i i
— = 24
+ cos? a cosh? |ii| — <][;’|1;> sen? a senh? |if| — |7_L,l|cosacosh|ﬁ| sena senh |ii|

2 2

= sen? a cosh? |ii| — cos? a senh? |ii| + cos? a cosh? |if| — sen® a senh? |ii|

2

= (sen?a 4 cos? a) cosh? |ii| — (cos? a 4 sen® a) senh? |if|

— cosh? |ii| — senh? |ii| = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade da mesma expressédo
para o caso real. De fato,
i
| — ]

sen(—q) = sen(—a) cosh | — if| — cos(—a) senh | — ii|

—

= —sena cosh |i| — ’ZT‘cosasenhhﬂ = —seng,

e também
1/7 —
= sen(—a) senh | — if

= cosa cosh |ii| — 2 senasenh |if| = cosg.

]

cos(—q) = cos(—a) cosh | — ii| +

Proposigdo 64. Se ii € R3 é um vetor arbitrdrio, entdo sdo vilidas as identidades

i) sen(if) = % senh |ii|, desde que it # 0,
ii) cos(if) = cosh |ii|.

Demonstragio. Basta aplicar as expressoes (12) e (13) com a = 0. O
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E conhecido também que, se x € R, ou se x € C, entdo sdo vélidas as identi-
dades

e cosx = = (e +e %), (14)

N~

Podemos generalizar estas identidades para o caso quatérnio também. Este é

o assunto da préxima proposicao.
Proposicio 65. Se q = a +ii € H com ii # 0, entdo temos que
seng = ——

e também

Tt
ol
o
@
3
o
7]

Q
o
)

e levando em conta que |Z—| sen |a| = sen(“;—‘|a|) = sena pois |Z—| =+1éosinaldea, e

como a fungdo seno é uma fungdo impar, este sinal passa ao argumento, entdo

el = ¢~ 1 cos|a!+4isen|a| =17 (cosa+ = sena ). (15)
] |al Iz
Procedendo da mesma forma temos que
e_q% = e|ﬁ|_a‘%
— i —
_ il u 1] u
=e COS |—A=| — ST sen | —di;
] ‘_a4 I
]
— el <cos la] — %;—’ sen |a]) — ¢l <cosa - ‘—;| sena) . (16)

Usando entdo as igualdades (15) e (16), temos que

—

e_|ﬁ| 17[ e‘u| ﬁ
= cosa+ —sena | +— | cosa — — sena
2 i 2 |id]
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e_|”| i e_|m e‘m iU e|ﬂ|
=5 cosa+m 5 sena+7cosa—m78ena
1/ o g i1y ;
=5 (e"”‘ +e|”|> cosa — @2 < il e"”‘) sena
i
= cosa cosh |ii| — |uT|senase1r1h|L7| = C0S 4.
Também
—il (i i\ =i (1g0 1 g0
— | el —e THl | = — [ =il — —g 1]l
2] < ) I (2 2
—ite 1l il i7 el il
= = cosa—+ -——=sena | + —=— | cosa — = sena |,
a2 | ] 2 I
i@ 1 gy — i
e levando em conta que {7 = \ﬁ|2< i) = 7z = —1, temos que
—ii (gL g —ite Nl el i eltl el
W(e il —e “> :W > cosa + > SGI’[&Z—I—WTCOS(Z-FTSGHLI
i1y ; 1/ o g
= |ZT|§ (e'”‘ e |”‘) cosa+ 5 <e_|”| +e|”‘) sena
i
:msenhlﬁ\ cos a + cosh |ii| sena = seng.

=

1 b d
— —(ail + @) = —(ifa + @) = —
u

= (a+ i) -
|id]

o

0 que justifica a comutatividade de g com

=

—

A

i na exponencial. Isto termina esta

demonstracao. O

Também ndo sdo vdlidas as férmulas trigonométricas para soma de arcos.
Como por exemplo, ndo é valido
sen(q+r) = senqgcosr + senrcos g
para todos g,r € H. De fato,
1
sen(i+j) = (i+j)—=senh V2,
(i+j) =G+ 7
e no entanto

senicosj+senjcosi = (isenh1)(cosh1) + (jsenh1)(cosh1)

= (i-+j)(senh1)(cosh 1) = (i + )7 senh2.

Também para o caso do cosseno podemos obter que

cos(i + j) = coshv/2 # cosh?1 — ksenh®1 = cosicosj — senisenj.
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7.3. As FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS. Todo o procedimento feito ante-
riormente para as fung¢des trigonométricas pode ser repetido para as fungdes trigo-
nométricas hiperbdlicas. O procedimento é andlogo e entdo ndo repetiremos aqui os

detalhes, mas apenas apresentaremos as defini¢des formais e as conclusdes.

Levando em conta que para todo x € IR, sdo validas as igualdades

h x3 x5 x7 0 2n+1
R T TR ; 2n+1
2 4 6 0
X X X
coshx—1+2|+4'—{—6|+ Z

e as séries dos membros da direita sdo convergentes qualquer que seja x = g € H,

entdo definimos as fungdes seno e cosseno hiperbdlicos de g por

00 q2n+1
senhg=) ———
1 n;)(znﬂ)!
00 2n

q
coshg = )
1 ZO (2n)!

Ap6s a substituicdo da expressdo (8), a reorganizacdo dos somatérios e o uso
das igualdades #?" = (—1)"|if|*" e #?"*1 = (—1)"|i|*"ii, chegaremos as expressdes

da definigdo a seguir.

Defini¢dao 66. Dado qualquer g € H, o seno hiperbdlico e o cosseno hiperbélico de
g sdo os quatérnios denotados respectivamente por senh g e por coshg, ou senh(g) e

cosh(gq), dados por

=

senh g = senh(a) cos |ii| + = cosh(a) sen |ii| (17)

|
cosh g = cosh(a) cos |ii| + il

il

se il # 0, e por senhg = senha e cosh g = cosha no caso em que Im(q) = it = 0.

==

senh(a) sen |if]. (18)

Assim como no caso das fung¢des seno e cosseno, apresentamos algumas pro-

priedades das fungdes trigonométricas hiperbdlicas para o caso quatérnio.

Proposicdo 67. Se g = a + i € H, entdo sdo vdlidas as identidades

i) cosh?q —senh®q =1,

ii) senh(—g) = —senhy,
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iii) cosh(—q) = coshy,
Demonstracio. Seja q = a + il um quatérnio arbitrario. Se if = 0 entdo nosso trabalho
ja estara feito pois estas identidades sdo validas para argumentos reais. Vamos entao

provar os trés itens para ii # 0, usando diretamente as expressoes (17) e (18).

Para o item (i), lembrando que i x il = 0, temos

cosh? g — senh? g

2 2
= (coshacos || + ‘ZT’senhasen |17|> - (senha cos || + |ZT|coshasen |ﬁ|>

—

—_ - 2—;
= cosh? a cos? |if] — < L? senh? a sen? |if| + Y coshacos |if| senh a sen |if]
i i
— = 2—»
- (senhzacos2 |i| — <]i;';> cosh? asen? |if| + ‘%senhacos |if| cosha sen|ﬁ|)

— cosh? a cos? |if| — senh? a sen? |if| — senh? a cos? |if| + cosh? a sen? ||
= (cosh® a — senh? a) cos? |if] + (cosh? a — senh? a) sen? ||

= cos? |if| + sen? |if] = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade das mesmas expressoes

para o caso real. De fato,

\—u—ﬁ’ cosh(—a) sen| — if|

= —senhacos |if| — %coshasenh?] = —senhg,

senh(—g) = senh(—a) cos | — if| —

il
| — ]

cosh(—gq) = cosh(—a) cos | —ii| — senh(—a) sen | — ii|

=

= cosha cos |ii| + msenhasenm = €0s4.

Proposicio 68. Se il € R> entdo sio vdlidas as identidades

% sen |ii|, desde que i # 0,

i) senh(#)

ii) cosh(if) = cos |ii|.

Demonstragio. Basta usar as expressoes (17) e (18) com a = 0. O
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Para ntimeros reais (ou complexos) sdo validas as identidades exponenciais

—X X —X
et —e et +e
senhx:T e coshx:T

Podemos verificar que estas identidades exponenciais também sdo vélidas no

conjunto dos quatérnios, isto é,

q9— e 1 q -
senhq = % e coshg = %.

De fato, se g = a+ i € H, com i = 0 entdo ndo hd o que mostrar pois todas as fung¢des
recaem ao caso real onde as igualdades sdo verdadeiras. Agorase g =a+ii € H,

com il # 0, entdo

el—e ™™ 1 1
- —Zl_—Zeq
2 2° 7 2°
et o 7 . —a i
= — | cos|il] + = sen || | — — | cos |il| — — sen |ii|
2 I Iz
a_ ,—a = a —a
:%cos|ﬁ|+|%e Jrze sen |i|
i

= senha cos |i| + mcoshasenhﬂ = senhg,

e de forma andloga para o cosseno hiperbdlico.

Em geral, ndo sdo vélidas também as férmulas de soma de arcos para a trigo-

nometria hiperbdlica, isto é, ndo sdo validas as identidades

senh(q + r) = senh g coshr + senhr coshg

cosh(g +r) = coshg coshr + senhrsenhg

para quaisquer que sejam g,r € H. Desta vez, deixamos para o leitor obter contra-

exemplos.

8. Consideragdes finais

Este texto tem a intengdo de ser apenas o ponto de inicio de muitos outros
trabalhos. Uma vez conhecido o conjunto dos quatérnios, passamos a questionar:
Podemos considerar fungdes f : IH — IH? Como definir limites ou continuidade
destas fungoes? Qual seria o significado da expressao ,/4? E possivel definir, Ing,

sen—! g ou cos™! 4? Quais seriam as expressdes para estas funcdes? Podemos derivar
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estas fungdes? Sera valido também que (e7)’ = ¢7 e que (seng)’ = cosq? E quanto as
aplicagdes da teoria dos quatérnios?
Algumas destas perguntas podem render muito tempo de estudo e muitas

péginas de continhas.

Referéncias

1. Herstein, I. N. Topics in Algebra. Ginn and Company. Waltham, Massachusetts - Toronto - London,

1964. 47

2. Santos, M. A. dos Dos niimeros complexos aos quatérnions: Desenvolvimento algébrico, interpretacio
geométrica e aplicagoes. 2013. 102 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica)- Universidade Tecnolégica

Federal do Parand - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em rede Nacional - PROF-

MAT, Curitiba, 2013. 46

3. Poole, David. Curso de dlgebra linear. 9* edigdao. Tomson Learning. Sdo Paulo, 2004. 53, 55



	Introdução
	O conjunto dos quatérnios
	Álgebra dos quatérnios
	Conjugado e módulo de um quatérnio
	Potências inteiras de um quatérnio
	Sequências e séries de quatérnios
	Sequências de Quatérnios
	Séries de quatérnios

	Funções elementares no conjunto dos quatérnios
	A função exponencial
	As funções trigonométricas
	As funções trigonométricas hiperbólicas

	Considerações finais
	Referências

