2% Prova de Numeros e Funcoes Reais
PROFMAT - 1° ano - 04/07/2025

1. Determine a funcio quadratica f(z) = ax? + bz + ¢ cujo gréafico passa pelos pontos (—1,5),
(1,-1) e (2,-1).

Solugao: A fungdo quadrdtica f(z) = az? + bx + ¢ deve satisfazer f(—1) =5, f(1) = —1 e

f(2) = —1. Segue que os coeficientes a, b e ¢ devem satisfazer
a—b+c=5
a+b+c=-1

4a+2b+c=—1.

Resolvendo este sistema obtemos a = 1, b = —3 e ¢ = 1, e portanto a fun¢ao procurada

é a funcio f(z) = 2% — 3z + 1. [ |
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2. Apresente um polinoémio com coeficientes racionais que possui o nimero o = v/ —1 + /2 como

raiz.
Solugao: Modo 1: (Manipulagao algébrica do niimero o) Considerando o = v/ —1 + /2
temos que
a?=-1 + \3/5,
ou ainda,
(a® +1) = V2.
Nestes termos,
(@ +1)° =2,
ou ainda,

a®+3a’+3a% +1=2.
Segue que o nimero « satisfaz a equagao
o’ + 30t +3a% —1=0,
e portanto « é raiz do polindémio (de coeficientes racionais)

P(x) = 25 + 3z + 32 — 1.

Modo 2: (Ajuste dos coeficientes do polinémio) Qualquer polinémio que tenha o fator

(x —V—-1+ \3/5) terd o ntmero vV —1+ /2 como raiz. Porém o coeficiente v/ —1 + +/2 nao é



racional. Para torna-lo racional, multipliquemos primeiro pelo seu conjugado. Temos entao que

<x— —1+\3/§> <x+ —1+%>:x2—<m>2=(:c2+1)—€/§,

, e A . . 3 . . . 3 ~ , .
é um polinémio que possui y/—1 + /2 como raiz. Como ainda o coeficiente +/2 nio é racional,

continuamos a multiplicar o polinéomio resultante pelo seu conjugado. Entao

<x— V-1+ €f2) <:c+ V-1+ €/§> [(:c2+1)2+(x2+1)€/§+ \3/1}
= @ +1) = V2] [@® + 12+ (2* + 1) V2 + V4
= (@ 1P+ (2 1)2V2+ (P VA (2 +1)2V2 - (2P +1)V4A - V8
=@ +1)P°-2=a%+32+322 -1
é um polindmio que possui \/T\J/i como raiz. Como agora os coeficientes sao todos racionais,

temos que

P(x) =25 + 32* + 322 — 1

, . A . . . . . 3 .
é um polinémio com coeficientes racionais que possui v/ —1 + /2 como raiz. |

3. Use indugao finita para provar que
log, 2" = nlog, z,

para quaisquer que sejam n € N e a,z € (0,00) com a # 1.

Solugao: Para n =0 ou para n = 1 temos que
log, ¥ =1log,1=0=0-log, z,

ou

log, z! =log, = = 1-log, x.

Suponha agora (hip6tese de inducao) que log, ™ = nlog, = para algum n € N. Entao

para n + 1 temos que

log, 2" =log, 2" - =
= log, =" + log, x
=nlog, z + log, z = (n+ 1) log, z,

como desejado. [ |

4. Dado b € R com b > 1 determine a solucao da equacao

et +e %

=b.
2



Solucao: Dado b € R com b > 1, suponha que

ef+e®

= b,
2

ou equivalentemente

e’ +e ¥ =20
Multiplicando ambos os membros por e* obtemos
(e®)? 4+ 1 = 2be”,

ou equivalentemente
(e®)? — 2be® +1 = 0.

Resolvendo esta equacgéo quadratica no termo e* obtemos

20 £ V42 — 4 20+ 22 — 1
e’ = 5 = 5 =b+ Vb —1.

Como b > 1 entdo b> > 1 e b?> — 1 > 0. Segue que temos duas solucdes para a equacio,

que sao
z=1In(b+ Vb2 —1).
Adicionalmente note que
(b+ \/b2—1> (b—\/b2—1) R —1) =1,
donde
1
b+ V2 —1=— = (b— Vb2 1)L
b— Vb2 —1
Logo
In(b+vVb2—1)=Inb— Vb2 -1)"" = —In(b — /b2 - 1),

e assim as duas solugoes da equacao sao uma simétrica da outra. [ |
5.
Considerando um triangulo equilatero de lado c
I (trés angulos internos de medidas iguais a % D

radianos ou 60°). Considere a divisao deste
triangulo equilatero em dois triangulos pela al-
tura h relativa a um dos lados conforme a figura.
Usando um destes tridngulos retangulos mostre
que cos(g) = cos(30°) = @ e que sen(g) =

sen(30°) = 1.



Solugao: Primeiro calculemos a altura h do triangulo retangulo. Pelo Teorema de Pitagoras,

temos que
= (L)2+h2=£+h2
2 4 ’
donde ) )
prop_ 30
4 4"’
e portanto
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Separando agora o triangulo AD B retangulo em D, temos que o angulo B éum angulo

de medida 30° ou ¢ radianos. Em relagao a este angulo B temos que a hipotenusa (hip.) mede [,

o cateto adjacente (c.a.) mede h = % e o cateto oposto (c.0.) mede 5. Desta forma,
c.0 U |
sen(30°) = sen(§) = {2 = 2 = 3,
e v
1V/3
c.a. 5 \/§
30°) = Ty 2 VY
cos(30°) = cos(§) hip. l 5
]
6. Mostre que
1 2 1- 2
cos? 5 = +C<;S<fﬂ> ; sen?z = C;SW')

para qualquer x € R.

Solugao: Da férmula de soma de arcos do cosseno, temos que

cos(2z) = cos(z + x) = cos® x — sen’ z,

e da identidade fundamental da trigonometria temos que

1 = cos® x + sen® .

Fazendo a diferenga entre a segunda igualdade e a primeira, obtemos 1 — cos(2z) =

2sen? x, donde

1-— 2

Por outro lado, somando as duas primeiras igualdades obtemos 1 + cos(2x) = 2 cos? x,

donde

1 2
cos’z = L costZr) C;S( a:)



