6% Lista de exercicios de Fundamentos de Célculo

1. Sejam f,g: X — R duas funcoes derivaveis em a € X N X’. Usando obrigatoriamente o limite
quando h — 0, mostre que também sao derivaveis em a as fungoes (f + g), (¢f) qualquer que seja
ceR, (fg)e (g) desde que g(a) # 0. Além disso,

i) (f +9)(a) = f'(a) + g'(a);

ii) (cf)'(a) =cf'(a);
i) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

iv) (£y(a) =L (a)g(c[l;(;)jg(a)g (a)

2. Sejam f: X - Reg:Y — R duas fungoes tais que f(X) C Y. Se f é deriviavel em a € X N X'
e g é derivavel em f(a) € Y NY’, usando o limite quando h — 0, mostre que (g o f) é também
derivdvel em a. Além disso (go f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

3. Seja f: X — Y C R uma funcdo que admite inversa f~' : Y — X C R. Se f é derivavel

ema€ XNX com f'(a) #0e f~! é continua em f(a), usando obrigatoriamente o limite quando

h — 0, mostre que f~! é derivavel em f(a) e além disso, (f~1)(f(a)) = f,%a).

4. Sejam f,g,0 : X — R tais que f(z) < ¢(x) < g(z) para todo x € X. Se em um ponto
a € X NX' tem-se que f(a) = g(a) e existem f'(a) = ¢'(a) entdo ¢ é derivavel em a e além disso,

¢'(a) = f'(a) = ¢'(a).

5. Sejaa € X NX/\ NX"_ um ponto de maximo local para a funcao f : X — R. Mostre que se f
possui derivada & direita em a entao f% (a) < 0. Mostre que se f possui derivada & esquerda em a
entdao [’ (a) > 0.

6. Seja f: X — R uma fungdo e a € X N X/, N X’. Se f é derivével no ponto a entao

lim f(a+h) _f(a’_h) :f/(CL).

h—0 2h

Entretanto, a existéncia do limite acima nao garante sequer que f seja continua em a. Também

nao garante que f seja derivdvel em a, mesmo quando f for continua em a (dé contra-exemplos).

7. Seja f: X — R continua. Dado a € X N X', defina g : X — R por

f(@)—f(a) se T#a
g(x) = ema
L se T =a.



Mostre que g é continua se, e somente se, existe f'(a) e f'(a) = L.

8. Seja f: I — R derivdvel em um intervalo I. Mostre que entre duas raizes consecutivas de f’

existe no maximo uma raiz de f.

9. (Teorema do Valor Intermedidrio de Cauchy) Sejam f,g : [a,b] — R continuas e

derivaveis no intervalo (a,b). Mostre que existe ¢ € (a,b) tal que

Sugestao: Use o Teorema de Rolle na funcao ¢(x) = (9(b) — g(a)) f(x) — (f(b) — f(a)) g(z).

10. Seja f uma funcdo fmpar e derivavel em toda a reta real. Mostre que para qualquer b € R

existe um nimero ¢ € (—b,b) tal que f'(c) = @.

11. Sejam h > 0 arbitrario e f : [a,a + h] — R uma func¢ao continua e derivavel em (a,a + h).

Mostre que existe t € (0, 1) de forma que

fla+h) = f(a)+ f'(a+th) - h.

12. Seja f: I — R derivavel em um intervalo I. Mostre que f satisfaz a condigao de Lipschitz
|f(y) — f(z)| < kly — x| para quaisquer x,y € I (e k uma constante positiva), se e somente se,
|f'(z)| < k para todo x € I.

13. Seja f uma funcao continua em I = [a,b] e derivével em todo = € (a,b) e suponha que existe
k € (0,1) de forma que |f'(z)| < k para qualquer x € (a,b). Mostre que a funcao ¢ definida em I
por p(z) =z + kf(z) é injetora.

Sugestao: Use o exercicio anterior.

14. Seja I um intervalo qualquer (aberto, fechado, limitado ou ilimitado). Suponha f : I — R
continua em [ e derivavel em I exceto possivelmente nos extremos limitados de I. Se f'(x) = 0

para todo x no interior de I, mostre que f é uma funcao constante.

15. Se f e g sao fungdes definidas em toda a reta real, que satisfazem

gx)=xf(x)+1, glz+y)=gl@)gly) e  limf(z)=1,

z—0

para quaisquer z,y € R, entdo mostre que g é derivavel em todo ponto z € R e além disso,
g'(z) = g(x).

16. Seja f uma fungado definida em um intervalo I = (a,b). Mostre que f é derivdavel em um



ponto ¢ € I, se e somente se, existe uma fungdo ¢, continua em c, tal que

f(x) = f(e) + o(2)(x = ©),

para todo x € I.

17. (Versao simplificada da regra de L’Hospital) Sejam f, g : [a,b] — R fungoes derivaveis
com derivadas continuas em ¢ € (a,b). Se f(c) = g(c¢) =0 com ¢'(c) # 0 entdo

fl) . f@) o)

@) aRg@) gl

18. Seja f: I — R definida em um intervalo I. Se existe a > 1 tal que |f(z) — f(y)| < |z — y|®

para quaisquer z,y € I, entao f é derivavel e possui derivada nula em todos os pontos ¢ € I.

19. Seja f : R — R uma fungao derivdvel em R. Suponha que f satisfaz f(ax) = af(x) para
todos o,z € R. Mostre que f(z) = f'(0)x para todo = € R.

20. Seja f: I — R uma func¢do definida em um intervalo I, e duas vezes derivavel em um ponto

a € int(I). Mostre que
fla+2h) —2f(a+h)+ f(a)

1"(a) = Jim £ ,
e também

21. Uma funcao f é dita convexa em um intervalo I = [a, b] se para quaisquer ¢t € [0,1] e z,y € I,

F((L =)z +ty) < (1 =) f(2) +1f(y).
Seja f uma funcao definida em I = [a,b] e derivivel em (a,b). Mostre que se f é convexa entao

f(y) = f(z) + f'(x)(y — ) para quaisquer z,y € (a,b).

22. Seja f uma funcdo continua e derivavel em I = [a,b], de forma que f”(x) existe em todo

x € (a,b). Mostre que f é convexa em [a, b], se e somente se, f”(x) > 0 para todo z € (a,b).



