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1. Sejam f: X > Reg:Y — R fungdes com f(X) C Y. Se f é continua em a € X e g é

continua em f(a) € Y, entdao mostre que (go f) : X — R é continua em a.

Solugao: Para provar que (go f) : X — R é continua em a, seja € > 0 arbitrério.

Para este ¢, como ¢ é continua em f(a), existe §; > 0 de forma que

l9(y) —g(f(a))| <e  sempre que  y €Y N(f(a)—2o1,f(a)+d1).

Mas, para este §; > 0, como f é continua em a, existe § > 0 de forma que
|f(z) — f(a)|] < 01 sempre que reXN(a—d,a+9),
ou equivalentemente,

f(z) € (f(a) — 61, f(a) + 61) sempre que xe€XN(a—d,a+9).

Nestes termos, para todo z € X N(a—d,a+0), temos que f(x) € (f(a)— 01, f(a)+01)
e por conseguinte, |g(f(z)) — g(f(a))| < e. Isto prova que (go f) é continua em a € X. [ |

2. Sejam f,g: X — R duas fungoes e a € X’. Se lim f(x) = 0o e g é limitada inferiormente,
Tr—a

entao mostre que lim f(x) + g(x) = 0.
Tr—a

Solugao: Como g é limitada inferiormente, existe C' < 0 de forma que C < g(z) para todo z € X.

Para provar que lim f(z) 4+ g(x) = oo seja M > 0 arbitrario. Como lim f(z) = oo,
T—a T—a

entao para o nimero |M — C| > 0 existe 6 > 0 de forma que

|M —C| < f(z) para todo reXN(a—d,a+9).

Desta forma, para todo z € X N (a — d,a + 9), temos que f(x) > |M —C| > M —C e
portanto f(z) + g(x) > (M — C) + C = M. Segue que lign f(z) 4+ g(x) = oo. [ |

3. Seja f: X — R uma funcao continua em a € X. Mostre que f é limitada em uma vizinhanca

de a, isto é, existem C' > 0 e § > 0 de forma que |f(z)| < C para todo z € X N (a — J,a + 9).

Solugao: Para o numero ¢ = 1 > 0, da continuidade de f em a, existe § > 0 de forma que

|f(z) — fla)|<e=1 sempre que reXN(a—d,a+9),



ou equivalentemente,

f(z) e (f(a) =1, f(a) +1) sempre que z€XN(a—d,a+9).

Nestes termos, para todo x € X N (a — §,a + ), temos que
=[fla)| =1< fla) =1 < f(z) < fla) + 1 < [f(a)| + 1.

O resultado fica entao provado para C' = |f(a)| +1 > 0. [ ]

4. Seja f :[a,b] = R uma fungao uniformemente continua. Mostre que |f| é também uniforme-

mente continua em [a, b].

Solugao: Para provar que |f| é uniformemente continua, seja ¢ > 0 arbitrario. Para este e, como

f é uniformemente continua, existe 6 > 0 de forma que

|f(x) — f(y)| <e  sempreque  z,y€[ab] e |z—y|<4,

Desta forma, para todos z,y € [a,b] com |z — y| < § temos que

A1) = 1F 1) = [1f @) = [fFWI < [f(2) = fFY)l <e,

o que prova que |f| é uniformemente continua. [ |

5. Sejam f,g : X — R duas fungoes derivdveis em a € X N X’. Mostre que (fg) é também

derivdavel em a e além disso,

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g ().

Solugao: (Modo 1): (Usando o limite quando h — 0) Para provar que (fg) é derivavel em
(fg)la+h) = (f9)(a)

a, provaremos que existe o limite lim . Primeiro notemos que
h—0

h
(fg)la+h) = (fg)(a) _ fla+h)g(a+h)— fla)g(a)
h h
fla+h)gla+h) = fla+h)gla) + fla+ h)g(a) — fla)g(a)

h
gla+h) —g(a)

fla+h) = f(a)
- :

= f(a+h) A

+g(a)

flath)—f(a)

Como f é derivavel em a, entao existe o limite lim i e além disso, este limite

h—0
é igual a f/(a). Também, do fato de f ser derivdvel em a temos que f é continua em a e entdo

existe o limite }llin%) f(a+h) e além disso, este limite é igual a f(a). Como g é derivavel em a, existe
—

também o limite lim g(aL});gw)

Jim e além disso, este limite é igual a ¢’(a). Segue que existe o limite
—



de cada um dos fatores do ultimo membro da igualdade e portanto existe o limite do primeiro

membro e mais ainda,

L et h) = (f)(a) gla+h) = g(a) fla+h)— (o)

B0 h = fim fla+h) limy h *9la) lim h
= f(a)g'(a) + g(a)f'(a)
= f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

Segue que (fg) é derivavel em a com (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

(Modo 2): (Usando o limite quando = — a) Para provar que (fg) é derivdvel em a, provaremos

(fg)(z) — (fg)(a)

que existe o limite lim . Primeiro notemos que

(f9)(@) — (J9)(a) _ f(x)g(x) — fla)g(a)
_ f@)gl@) — f@)g(@) + f@)g(@) — flag(a)
) o) 1)~ )

Como f é derivavel em a, entao existe o limite lim % e além disso, este limite é

r—a
igual a f’(a). Também, do fato de f ser derivdvel em a temos que f é continua em a e entao existe

o limite li_r)n f(x) e além disso, este limite é igual a f(a). Como g é derivavel em a, existe também
X a

s hite i 9(@)—g(a)
o limite il_r}ré g

dos fatores do ultimo membro da igualdade e portanto existe o limite do primeiro membro e mais

e além disso, este limite é igual a ¢’(a). Segue que existe o limite de cada um

ainda,
lim (fg)(wgz - ifg)(a) ~ lim /() lim W +g(a) lim f(ﬂ«“; - Z:(a)
= f(a)g'(a) + g(a) f'(a)
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Segue que (fg) é derivavel em a com (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). [ |

6. Seja f: X — R uma fungao continua em a € X, e seja (z,,) uma sequéncia arbitraria com

z, € X para todo n € N e limz,, = a. Mostre que lim f(z,) = f(a).

Solugao: Seja entdo (z,) uma sequéncia arbitraria com x,, € X para todo n € N e limz,, = a.
Para provar que lim f(x,) = f(a), seja € > 0 arbitrario. Para este £, como f é continua em a,

existe § > 0 de forma que

|f(x) — f(a)|<e  sempre que z€ XN(a—24,a+0d).

Para este 6 > 0, como lim x,, = a, entao existe ng € N de forma que

|z, —al <0 sempre que n > ng.



Nestes termos, para todo n € N com n > ng temos que |z, — a| < d, donde x,, €

X N(a—0d,a+0) e portanto | f(x,) — f(a)| < e. Isto prova que lim f(z,) = f(a). [ |

Para toda esta prova, considere N ={1,2,3,4,...}.



