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1. Considere A e F, subconjuntos de R, de forma que A é aberto e F' é fechado. Mostre que
F — A é fechado e que A — F' é aberto. Em pelo menos um dos itens deve-se usar obrigatoriamente

a defini¢do de conjunto aberto e de conjunto fechado.

Solugao: Neste solugao, apresentaremos primeiro as demonstragoes usando somente as defini¢oes

de conjunto aberto e conjunto fechado.

(i) Vamos mostrar que F' — A é fechado e para isso, provaremos apenas que F' — A C F — A. Se
F — A = () entao claramente ' — A C F — A. Se por outro lado, F' — A # () entao sejaa € F — A
arbitrario, isto é, a é ponto aderente de (F' — A). Queremos provar que a € ' — A e para isso

provaremos que a € F e a ¢ A.

Para mostrar que a € F, vamos mostrar que a € F = I e entdo, seja ¢ > 0 arbitrério.

Para este €, como a € m, entao
(a—¢e,a+e)N(F —A)#0
e como (F — A) C F, segue que
(a—e,a+e)N(F—A)C(a—e,a+e)NF,
donde
(a—e,a+e)NF #0,
provando que a € F = F.

Agora vamos mostrar que a ¢ A por contradigdo. Supondo que a € A entao como A é
aberto, entao a € int(A). Nestes termos, existe ¢ > 0 de forma que (a —e,a +¢) C A, e com isso
temos que

(a—e,a+e)N(F—A) =0,

pois todo ponto = € (a — &,a + €) pertente também a A e portanto x ¢ (F — A). Isto contradiz o

fato de que a é ponto aderende de F' — A. Segue que a ¢ A também.

Assima € Fea¢ Aeentdaoa € FF— A provando que F— ACF —Aeque F—Aé
fechado.

(ii) Agora mostraremos que A — F' é aberto. Para isso provaremos apenas que A — F C int(A—F).
Se A — F = (), entao claramente A — F' C int(A — F'). Se por outro lado A — F # (), entao seja
ac€A—F,istoé,ac Aea¢ F. Como A é aberto entao existe €1 > 0 tal que

(a—e1,a+e1) C A



Como F ¢é fechado, entdo F = F e entdo a ¢ F. Da (negacdo da) definicio de ponto aderente,
existe €2 > 0 tal que

(a—€2,a+82)ﬂF=®.
Tomando € = min{ey, 2}, temos que
(a—e,a+e)C A e (a—e,a+e)NF =0,
e entdo (a —e,a+¢) C (A—F) jad que todo = € (a —¢e,a +¢) satisfaz v € A e x ¢ F. Segue que
a € int(A—F) donde (A—F) Cint(A—F), e (A— F) é aberto.

Agora, alternativamente apresentaremos uma solugao possivel envolvendo resultados ja

provados.

(i) Para provar que F — A é fechado, vamos provar que (F — A)¢ é aberto. Mas (F —A)¢ = FCUA.
Como F é fechado, entdo FC é aberto, e sendo A aberto, entdo a unido arbitrdria de abertos é

aberto. Segue que F© U A = (F — A)® é aberto e portanto (F' — A) é fechado.

(ii) Para ver que A— F é aberto, basta provarmos que (A— F)¢ é fechado. Mas (A—F)¢ = ACUF.
Com A é aberto, entdo A® é fechado e sendo também F fechado, temos que a unido finita de fechados

é fechado. Segue que A® U F = (A — F)% é fechado e portanto (4 — F) é aberto. [ |

2. Mostre que int(X) C X' qualquer que seja X C R. Dito de outra forma, todo ponto interior

de X é ponto de acumulagao de X.

Solugao: Se int(X) = () entao claramente int(X) C X’ qualquer que seja X'.

Se por outro lado int(X) # 0, seja a € int(X). Para provar que a € X', seja e > 0

arbitrario, e queremos mostrar que

(a—e,a+e)N (X —{a}) # 0.

De fato, da defini¢do de ponto interior, existe €1 > 0 de forma que (a —e1,a+¢1) C X.
Tomemos €2 = min{e,e1} > 0, e temos claramente que b = a + % € (a —€1,a +¢1) C X donde
b#aebe X. Segue que
(a —e2,a+e2) N (X —{a}) #0,
e como (a —e2,a+€2) C (a —¢&,a + ), entao

(a—ega+e)n(X —{a}) #0,

mostrando que a € X'. Segue que int(X) C X'. [ ]

3. Sejam X C R um conjunto néo vazio, a € X' e f : X — R uma funcdo. Se lim f(z) = L
T—ra
entdo mostre que lim |f(z)| = |L|. Dé um contra-exemplo para mostrar que o reciproco nao é
r—a

necessariamente verdadeiro, isto é, se lim |f(z)| = |L| ndo necessariamente se tem lim f(x) = L.
T—ra r—a



Solugao: Para provar que lim |f(z)| = |L| seja € > 0 arbitrario. Para este ¢, como lim f(x) = L,
Tr—a Tr—a

entao existe 6 > 0 de forma que

|f(x) =Ll <e sempre que reX e 0<|zr—al<i.

Desta forma para todo z € X com 0 < |z — a| < J, temos que
1f (@) = [l < |f(z) - L] <&,
provando que lim |f(z)| = |L|.
r—a

Para o contra-exemplo, basta considerar a fungao

f*R — R
1 se x¢
v o flo)= Y
-1 se z¢Q
Claramente lim |f(z)| = |1| mas nao existe lim f(x) qualquer que seja a € R. [ |
r—a T—a
4. (Teorema do confronto) Seja X C R um conjunto néo vazio e a € X'. Suponha que

f,9,h: X — R sao fungoes que satisfazem

f(z) < h(zx) < g(x)

para todo z € X. Se lim f(z) = L = lim g(x), entdo mostre que lim h(x) = L.
r—a

r—ra r—a

Solugao: Para provar que lim h(z) = L, seja € > 0 arbitrario.
Tr—a

Para este ¢ > 0, como li_r>n f(z) = L existe 01 > 0 de forma que
r—a
|f(z)—L| <e¢ sempre que zeX e 0<|zr—al<d,

ou equivalentemente

L—-e<f(x)<L+e sempre que re (X —{a}) e z€(a—0d1,a+d1).

Também, como liin g(z) = L, entdo existe do > 0 de forma que
X a

lg(z) —L| < e sempre que reX e 0<|r—al<do,
ou equivalentemente
L—-e<g(x)<L+e sempre que re (X —{a}) e z€(a—d2,a+ ).
Tomando 6 = max{di, J2}, entao para todo =z € (X —{a}) com = € (a —d,a + J) temos

que

L—e<f(z) <h(z) <glx) <L+e,



ou equivalentemente,
|h(z) — L] <e€ para todo re(X—{a}) e ze€(a—d,a+)9).

provando que lim h(z) = L. [ |

5. Sejam X C R um conjunto nao vazio, a € X' e f : X — R uma fungdo. Se lim f(x) = L,
Tr—a

entao mostre que L é ponto aderente do conjunto Im(f).

Solugao: Para provar que L € I'm(f) temos que provar que (L —e, L +¢)NIm(f) # 0, qualquer
que seja € > 0 dado.

Seja entao € > 0. Como lim f(x) = L, entdo para este € existe § > 0 de forma que
Tr—a

|f(z) —L| <e sempre que rze (X —{a})N(a—10d,a+)9).

Como a € X' entao para este 6 > 0, o conjunto (X — {a}) N (a — d§,a + ) é obri-
gatoriamente nao vazio. Segue que existe g € (X — {a}) N (a — d,a + ) e para este g, deno-
tando yo = f(zo) € Im(f), temos obrigatoriamente que |f(xg) — L| < € ou equivalentemente,

yo = f(xo) € (L —e,L+¢). Assim,
(L—e,L+e)nIm(f)#0,

como desejado. [ |

6. Sejam X C R um conjunto nao vazio, a € X' e f,g: X — R duas fungoes. Se f é limitada em

uma vizinhanca de a, e lim g(x) = oo, entdo mostre que
Tr—a

lim f(z) 4+ g(x) = oo.

r—a

Solugao: Para provar que lim f(z) + g(x) = oo, seja M € R arbitrario.
r—a

Como f ¢ limitada em uma vizinhanca de a entao existe 4; > 0 de forma que

|f(z)| <L para todo xeXN(a—od1,a+ ).

Além disso, como lim g(x) = oo entdo para o nimero M + L € R, existe dy > 0 de
Tr—a

forma que

glx) >M+ L para todo z € (X —{a})N(a—da,a+ d2).
Tomando § = min{d;,d2} > 0 temos que se z € (X — {a}) N (a —d,a + ) entao

reXN(a—0d1,a+0d1) e x € (X —{a})N(a—d2,a+d2),



e portanto

f(x)+g(x)>—-L+(M+L)=M,

provando que liin f(z) + g(x) = oo.

Para toda esta prova, considere N ={1,2,3,4,...}.



