Solucao da 3“ Prova de Analise real
Matemética - 4° ano - 06/09/2018

1. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais de forma que lim x,, = a. Mostre que o conjunto
X ={z1,29,23,...} U{a},

é compacto.

Solugao: Seja (A))rcr uma cobertura arbitréria de X por abertos, isto é, cada Ay é um conjunto

aberto, e X C UAy = |J A). Como a € X C UA,, entdo existe \g € L tal que a € Ay,. Como
AEL
Ay, é aberto, existe € > 0 de forma que

(a—e,a+¢e) CAy,.

Como lim z,, = a entao para este € > 0 existe ng € N de forma que
Tn € (a—e,a+¢) C Ay, para todo n > ng,

e entao

{xno—i-la Tng+2y Tng+3, " * } U {a} C A/\O'

Resta analisar =1, 22,23, ..., Zn,. Como x1,x2,23,...,2,, € X C UA), entao existem

A1, A2, A3, ..., Apy € L de forma que

.1‘1614)\1, .'L'QGA)\Q, .1‘3€A)\3, ey .CL'nOEA)\no.

Nestes termos

XCA,\1UA)\2UA)\3U”-UA)WOUA,\O.

Portanto de uma cobertura arbitraria de X por abertos conseguimos uma subcobertura

finita, mostrando que X é compacto. [ |

—C
2. Seja X C R arbitrario. Mostre que int(X) = (X¢) .

Solugao: Se intX # () entdao a dupla inclusdo dos conjuntos pode ser provada simultaneamente.
De fato,

remt(X) <& existee>0talque (x—e,x+e)CX

& existee > 0tal que (z —e,24+e)NXY =0



< x nao é ponto aderente de X ¢

& z¢ XC

& ze (X9 .

A equivaléncia anterior prova que os dois conjuntos possuem os mesmos pontos. Se um
ponto pertencer a um conjunto obrigatoriamente pertence ao outro e vice-versa. Portanto se um
deles for o conjunto vazio, o outro também serd, e a igualdade fica provada também para o caso

vazio.

Observacgao: Nao é mais necessario, devido ao tultimo comentdrio, mas se vocé nao se convenceu
sobre o conjunto vazio, basta ver que os mesmos passos anteriores podem ser usados. De fato, se
int(X) = () entdo para mostrar que mc = () mostraremos que m = R. Dado =z € R, como
int(X) = 0 entdo x nao é ponto interior de X. Da (negacao da) defini¢do de ponto interior, para

todo € > 0 o conjunto (z — €,z + ) nao estd totalmente contido em X, isto é,

(x—e,x+e)N XY #£0,

mostrando que x é ponto aderente de (X¢), e assim z € (X©). Segue que R C (X©). A inclusio

C
contréria é evidente, isto é, (X¢) C R. Logo (X¢) = R e portanto (X¢) =0 = int(X). [

3. Usando as defini¢ées de conjunto aberto e de conjunto fechado, mostre que se F' é fechado e A

é aberto, entdao (A — F) é aberto.

Solugao: Sejaa € (A—F). Entao a € Aea ¢ F. Como A é aberto entao existe £; > 0 tal que

(a—e1,a+¢e1) C A

Como F' é fechado, da definicao de conjunto fechado, se x € F para todo n > 0, tem-se
(x—nz+n)NF#0,
e da negacao de conjunto fechado, como a ¢ F, entao existe 2 > 0, taal que
(a —eg,a+e2)NEF =10,

e nestes termos

(a —e2,a+e9) C FC.
Tomando € = min{ey,e2}. Entao

(a—e,a+e)C(a—er,a+er) CA,

(a—e,a+¢€)C (a—eg,a+ey) CFC.



Nestes termos temos que (a—¢,a+¢) C (ANF®) = (A—F). Resumindo, para qualquer
€ (A—F), existe € > 0 tal que (a —e,a+¢) C (A— F). Segue que (A — F) é aberto. [ |

4. Suponha que X CR, f: X - Reac X'. Mostre que se h_r)n f(z) = oo entao o limite de f(x)
xX a

nao existe quando x tende a a.

Solugao: Mostraremos que nenhum ntumero real L cumpre a definicao de limite da funcao f
quando x — a. De fato, dado L € R arbitrdrio, como lim f(z) = oo, entdo para o nimero
T—a

e =1>0, existe d > 0 de forma que
|f(z)] > L+e¢ sempre que r€e€(X—a)N(a—46a+90).

Nestes termos qualquer que seja 6 > 0 o conjunto (X — a) N (a — J,a + &) possui pelo

menos um ponto z que satisfaz |f(x)| > L 4+ ¢ > |L| + ¢ e entdo para este ponto z
[f(@) = L| = | f(x)] = |L| > e.

Segue que, qualquer que seja L € R, existe ¢ > 0 de forma que para qualquer 6§ > 0
existe x € (X —a) N (a—d,a+ ) que satisfaz |f(z) — L| > €. Isto prova que nenhum niimero real

L pode ser o limite de f quando x — a. |

5. Considere X CR, f: X 2 Reaec X' Se m,n € R com m # 0, entao mostre que existe o

limite lim mx + n.
xr—a

Solugao: Mostraremos que o limite existe e é precisamente ma + n. Dado € > 0 arbitrario,

tomemos § = | > 0. Nestes termos sempre que x € X satisfizer 0 < |z —a| < J = | | tem-se
|(mz +n) = (ma +n)| = |m(z — a)| = |m[|z —a] <|m|é = Im\w =
mostrando que lim mx + n = ma + n. |
r—ra

6. Suponha que X CR, f,g: X > Reae€ X' Se lim f(x) = L e lim g(z) = M, com M # 0,

r—a r—a
entao mostre que

f(:B) L

Solugao: Para provar que lim Ha) , seja € > 0 arbitrario.
a—a 9() M

1]

5- > 0 existe 61 > 0 de forma que

Para o nimero

M
lg(x) — M| < |2| sempre que z € (X —{a})N(a—d1,a+ ),



donde,
| M|

llg(z)] — |M]|| < |g(z) — M| < ~ sempre que z€ (X —{a})N(a—1b1,a+ ),
isto é,
el TV g el vy = 222
oy = 2 < gy < 20y = 320

sempre que x € (X —{a}) N (a —d1,a+ ).
|M]|

Como lim f(x) = L, entdo para o nimero T€ > 0 existe do de forma que
Tr—a

|f(x) = L| < |Ai| sempre que z € (X —{a})N(a—d,a+d).

Como lim g(x) = M, entdo para o nimero 4(%7‘2;) > 0 existe d3 de forma que
Tr—a
M?e

([+ 1) sempre que r € (X —{a})N(a—d3,a+ d3).

l9(z) — M| <

Entao tomando § = min{dy, d2, 3} > 0, temos que se z € (X — {a}) N (a — J,a +9),

entao
'f(:r) B ' 'Mf Lg(x)
9(x) g( )
_)Mf — LM + LM — Lg(x)
B Mg(x)
_ |M f(x) — LM + LM — Lg(z)|
| M]lg()]
2|M f(x) — LM + LM — Lg(x)|
< M2
< M2|Mf< 2) = ML|+ 55| LM = Lo(z)
|M|\f( 2) ~ L+ AL\~ o)

2 |Ml|e 2|L] M?3

<
|M| 4 M? A(|L| + 1)
_epe Ml e e
2 2(L]+1) "2 2
im L@ _ L
Isto mostra que ;13}1 @) = M |



