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1. Sejam A e F subconjuntos de R com A aberto e F' fechado. Usando as defini¢oes de ponto
interior e de ponto aderente em pelo menos um dos itens, mostre que

i)A—F={x; xz€A e z¢F}¢aberto.

i) F—A={z; xz€F e x¢ A} éfechado.

Solugao: (i) Modo 1: (Usando definicoes) Seja z € A — F. Entao x € A = int(A) e
x ¢ F = F. Da defini¢io de ponto interior existe £1 > 0 tal que (z —e1,2+¢1) C A, e da (negagao
da) defini¢ao de ponto aderente existe €5 > 0 tal que (z — 9,2 + &2) N F = (), donde temos que
(x —eg,2+e9) C FC.

Tomando € = min{ey,e2}, entdo
(r—e,x+e)C(x—e1,z+e1) CA,

e também

(x—e,x4¢) C (x—eg,x+e9) C FC.

Nestes termos existe € > 0 de forma que (z — e,z +¢) C (ANFC) = (A~ F). Isto
prova que z € int(A — F), e que (A — F) é aberto.

(1) Modo 2: (Variagdo no Modo 1) Na solugao anterior, podemos substituir a expressao
v ¢ F=Fporzc F¢ = int(FC) j4 que F¢ é aberto. Neste caso, da definicdo de ponto interior,

existe 9 > 0 tal que (x — g9,z +e9) C F C. Ea demonstracao do Modo 1 continua normalmente.

(i) Modo 3: (Usando resultados) Como F é fechado, entdo FC é aberto. Entdao AN FY ¢é
aberto e portanto A — F = AN FC é aberto.

(i) Modo 4: (Variante do Modo 3) Como A é aberto, entdo A® é fechado. Entdo (A — F)¢ =
A U F é fechado, donde (A — F) é aberto.

(17) Modo 1: (Usando definigées) Para provar que F — A C F — A, procederemos contraposi-

tivamente, e para isso, seja x ¢ F — A. Entao é obrigatério que z ¢ F = F ou x € A = int(A).

Se x ¢ F, da (negagao da) definicio de ponto aderente, existe &, > 0 tal que (z — &,z +
e)NF =0,ecomo F—ACF,entao (x —e,z+e)N(F—A) C (x—e,z+¢)NF =), mostrando
que z ¢ F — A.

Se por outro lado, x € int(A), da definigdo de ponto interior, existe € > 0 de forma que
(x—e,24+€) C A, ou equivalentemente, (z—e,z+¢)NA® = . Neste caso, como F—A = FNA® =
ACNF, segue que (z—e,z+e)N(F—A) = (z—¢c,2+&)N(ANF) = [(x — e,z + ) N A]|NF =0,
mostrando que » ¢ F — A.



Segue pela contrapositiva equivalente que F'— A C F — A e portanto F — A é um

conjunto fechado.

(1i) Modo 2: (Variante no Modo 1) Na solugao anterior, podemos substituir a expressao
x ¢ F =F porz € FC = int(FC) jia que F© é aberto. Portanto no caso de z ¢ F podemos
proceder alternativamente com z € F¢ = int(F®). Da definicio de ponto interior, segue que existe
e > 0 de forma que (z — e,z +¢) C FC o que garante que (z — e,z +¢) N F = (. A continuacio é

a mesma feita anteriormente.

(ii) Modo 3: (Usando resultados) Como A é aberto, entdao A® é fechado. Entao F'N AY é
fechado e portanto F' — A = F'N A% é fechado.

(1) Modo 4: (Variante do Modo 3) Como F ¢ fechado, entao F'¢ é aberto. Entao (F — A)¢ =
FC U A é aberto, donde F — A é fechado. [ |

2. Sejam F' C R um conjunto fechado, e w € R. Mostre que o conjunto w + F = {w+b;b € F} é
fechado.

Solugao: Para provar que w + F' é fechado, basta provar a inclusao w + F C w + F, e para isso,

sejax € w+ F.

Para provar que z € w+ F', vamos provar que £ —w € F' e, como F' é fechado, podemos

provar que z — w € F em virtude da inclusdao F C F. Seja entdo € > 0 arbitrario.

Para este €, como x € w + F, da definicao de ponto aderente, temos que

(x—eg,x+e)N(w+ F)#0.

Sejaentaoy € (r—e,x+e)N(w+F). Entaoy € w+ F e y = w+b para algum b € F.
Mas desta forma,

r—e<y<awx-+te,
donde
(r—w)—e<y—w<(z—w)+e,
ou ainda
(x—w)—e<b< (zv—w)+e,
provando que b € ((x —w) — ¢, (x — w) + ¢). Como também b € F, segue que ((z —w) — ¢, (x —

w) +¢) N F # (. Isto prova que (x —w) € F C F.

Segue que z = w+ (x —w) € w+ F, o que prova a inclusao desejada e que w+ F' é um

conjunto fechado. [

3. Seja X C R um conjunto nao vazio. Mostre que se X é aberto entao X é nao enumeravel.



Solugao: Como X é nao vazio, entdo existe pelo menos um x € X. Como X é aberto, entao
existe também um e > 0 de forma que (z — e,z +¢) C X. Como (z — e,z + ) é um intervalo da
reta, entdo (x — e,z + ¢) é obrigatoriamente nao enumerédvel. Mas se X fosse enumerdvel, qualquer
subconjunto de X seria também enumeravel. Como o intervalo (z — €,z + €) é ndo enumeravel,

entao X é nao enumeravel. [ ]

4. Sejam m,n € R dois nimeros reais fixados. Usando a definicao de limite mostre que

lim mx +n = ma + n.
r—a

Solugao: Para mostrar que lim mz + n = ma + n, seja € > 0 arbitrario. Tomemos § = —=—.

T—a |m|+1
Entao para todo z € X — {a} com |z — a| < J, temos que
!WM+H%—WM+nN=MMw—aM=MMx—d<7M6:hmmj¥1=h4115<a
Segue que lim mx 4+ n = ma + n. ]
Tr—a

5. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’. Se lim f(z) =L e
Tr—a

lim g(x) = M, entdao mostre que liin f(z)g(z) = LM.
r—a

Tr—a
Solugao: Para provar que lim f(z)g(z) = LM, seja € > 0 arbitrario.
r—ra

Como liin g(z) = M, entdo g é uma fungao limitada em uma vizinhanga de a. Isto é,
r—a

existem C € R com C' > 0, e 41 > 0 de forma que

lg(x)| < C para todo x e XnN(a—dy,a+01).

Também como ;13[(11 f(x) = L, entdao para o nimero 5 > 0, existe d2 > 0 de forma que

€

F@) = L < 5

para todo  x € (X —{a}) N (a — d2,a + d2).

Ainda da hipétese lim g(z) = M, entdo para o nimero m > 0, existe d3 > 0 de
r—a

forma que

lg(x) — M| < 5 para todo z € (X —{a})N(a—0d3,a+d3).

__c
(IL] +1)

Tomando entao 6 = min{dy, d2,3} > 0, para qualquer =z € (X — {a}) N (a — d,a + 9),

temos que
[f(z)g(x) — LM| = |f(z)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — LM|
(z

< Ilg@)[|f(z) = LI + |Lllg(x) — M]|
< C|f(x) = L| + [L[lg(z) — M]|
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Segue da defini¢ao de limite que lim f(z)g(xz) = LM. [ ]

Tr—a

6. Considere o Critério das Sequéncias para o limite de fungoes:

Existe o limite lim f(x), se e somente se, para toda sequéncia (z,) com z,, €
r—a
(X —{a}) para todo n € N e limz,, = a, existe o limite lim f(x,).

Estabeleca a negagao deste critério e use esta negagao para mostrar que nao existe o limite li_r)n f(x)
X a

para a funcao
f:R — R
1 €
x = f(x)= e 2€Q
-1 se z¢Q,

qualquer que seja a € R.

Solugao: Assim sendo, o limite lim f(z) ndo existe, se e somente se, existir uma sequéncia ()
T—a

com z, € (X — {a}) para todo n € N e limz,, = a, de forma que nao existe o limite lim f(x,).
Tr—a

Vamos usar agora este principio para mostrar que nao existe o limite da funcao f dada,
qualquer que seja a € R. Vamos construir uma sequéncia (z,) com z, € (X — {a}), limz, = a e

no entanto lim f(x,) nao existe.

Seja a € R arbitrario. Paracadan € N, come = 1 > 0, o intervalo (a, a+¢) = (a,a+1)
possui obrigatoriamente pelo menos um ntimero racional e pelo menos um nimero irracional. Sen é
par, escolhemos z,, € (a,a+ %) de forma que x,, é racional. Se n é impar, escolhemos x,, € (a,a+ %)

de forma que x,, é irracional.

Nestes termos, f(x2,) =1 e f(x2,+1) = —1 para todo n € N, e desta forma a sequéncia

f(x,) nao converge.

Construimos portanto uma sequéncia (z,) de pontos de (X —{a}) satisfazendo lim z,, =
a e no entanto nao existe lim f(z,). Segue do Critério das Sequéncias para o limite de fungoes que

nao existe o limite lim f(z) qualquer que seja a € R. |
Tr—a

Para toda esta prova, considere N = {1,2,3,4,...}.



