119 Lista de exercicios de Anélise Real

1. Sejam f,g : X — R duas fungoes derivéveis em a € X N X’. Usando obrigatoriamente o
limite quando h — 0, mostre que também sao derivaveis em a as fungoes (f + g), (¢f) qualquer
que seja c € R, (fg) e (5) desde que g(a) # 0. Além disso,

i) (f+9)(a) = f(a) + g'(a);

i) (cf)(a) = cf'(a);
i) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

iv) (£y(a) =L WW(C{L;(;){;(a)g (a)

2. Sejam f: X - Reg:Y — R duas fungoes tais que f(X) C Y. Se f é derivivel em
a€ XNX egéderivavel em f(a) € Y NY’, usando o limite quando h — 0, mostre que (g o f)
é também derivavel em a. Além disso (go f) (a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

3. Sejam f,g,k : X — R tais que f(z) < g(z) < h(z) p
a € XNX tem-se que f(a) = h(a) e existem f'(a) = h'(a) entdao ¢'(a) existe e além disso,
g'(a) = f'(a) = W(a).

ara todo x € X. Se em um ponto

4. Seja a € X um ponto de maximo local para a fungdo f : X — R. Mostre que se f possui

derivada & direita em a entao f, (a) < 0. Mostre que se f possui derivada & esquerda em a entao

fL(a) = 0.

5. Seja p : R — R uma fungao polinomial. Mostre que se a é raiz de multiplicidade n de p entao

n—1)

a é raiz de p , isto é, da derivada de ordem n — 1 de p.

6. Seja f : X — R uma fungdo e a € X N X, N X’. Se f é derivavel no ponto a entao
flath) — fa—h)

h—0 2h
que f seja continua em a. Também nao garante que f seja derivavel em a, mesmo quando f for

= f'(a). Entretanto, a existéncia do limite acima nao garante sequer

continua em a (dé contra-exemplos).

7. Seja f: X — R continua. Dado a € X N X', defina g : X — R por

f(z)—f(a) se #a
g(x) = e

L se x = a.

Mostre que g é continua se, e somente se, existe f'(a) e f/'(a) = L.



8. Seja f : I — R derivdvel em um intervalo I. Mostre que entre duas raizes consecutivas de f’

existe no méximo uma raiz de f.

9. Seja f : [a,b] — R uma fungio derivavel. Se f’(a) = f’(b) entdo mostre que existe ¢ € (a,b)
f(c)— f(a)
c—a
Sugestao: Considere primeiro o caso em que f'(a) = f/(b) = 0 e mostre que a fungéo g :

tal que = f’(c). Faga a interpretagido geométrica.

[a,b] — R dada por g(z) = W se x # a e g(a) = 0, atinge seu maximo ou seu minimo em

um ponto ¢ € (a,b). Para o caso geral, considere a fung¢ao auxiliar g(z) = f(x) — zf’(a).

10. Sejam f, g : [a,b] — R continuas e derivaveis no intervalo (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal

que (f(b) — f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Sugestao: Use o Teorema de Rolle na funcao ¢(x) = (9(b) — g(a)) f(x) — (f(b) — f(a)) g(z).

11. Seja f uma fungdo impar e derivavel em toda a reta real. Mostre que para qualquer b € R

existe um ndmero ¢ € (—b,b) tal que f'(c) = @.

12. Seja f : [a,a + h] — R uma funcdo continua e derivavel em (a,a + h). Mostre que existe
t € (0,1) de forma que
fla+h) = f(a) + f'(a+th) - h.



