11¢ lista de exercicios de An4lise Real

1. Seja f : [a,b] — R integravel. Mostre que as seguintes afirmagcoes sao equivalentes:

b
) [ 1@ =0
a
ii) Se f é continua em um ponto ¢, entao f(c) = 0;

iii) X ={x € [a,b]; f(z)+# 0} tem interior vazio.

2. Seja f : [a,b] — R continua. Se f nao é identicamente nula, entéo

b
/ f(2)]dz > 0.

3. Dé exemplo de uma funcao integravel que seja descontinua em um conjunto infinito.

4. Sejam f,g : [a,b] — R continuas com f(z) < g(x) para todo = € [a,b]. Defina ¢ : [a,b] - R
dada por
) se z€QnNla,b
oy | @ 0,8
g(x) se z€la,b]—Q.

Prove que
_b

bﬁP(I)dwz bf(x)dw e o(z)dr = bg(x)da:.
[ T

Conclua que @ é integrével se e somente se f = g.

5. Sejam f : [a,b] — R continua, ¢ : [ty — €,tp + €| — [a, b] derivavel e ¢ € [a,b]. Prove que as

afirmagcoes a seguir sao equivalentes:

i) ¢'(t) = f(p(t)) para todo t € [a,b] e p(ty) = ¢;

i) o(t) =c+ tf(ap(s))ds para todo ¢ € [a, b].
to

6. Se f : [a,b] — R possui derivada integrével, e m = aTJ“b, entdo prove que
) b
f@+ 10 = 2 [ @)+ @ - m)f (@),

7. Sejam f,g : [a,+00) — R continuas e K > 0 tal que < K para quaisquer

/cdf(x)dx

¢,d € Ja,+00). Se g possui derivada continua e g é decrescente, com lim g(z) = 0 prove que
T—r00

1



existe o limite

400 t
[ r@aar = im [ j@ga

8. Dadas f, g : [a,b] — R defina as fungdes (f A g) e (fVg) ponto (fAg)(x) = min{f(x),g(z)} e
(fVg)(x) =max{f(x),g(x)} para todo x € [a,b]. Prove que f e g s@o integraveis se e somente

se (f Ng) e (fVg) sao integraveis.

9. Prove que se f,g : [a,b] — R sdo continuas, entao
b b 3/ b 3
[t < ([ era) ([ ara)

10. Sejam f : [a,b] — R continua e «, 3 : I — [a, b] derivaveis. Defina F': I — R por

11. Seja f : R — R continua tal que f(x +y) = f(z)f(y). Prove que f(x) = a” para algum
a > 0ou f(x) =0 para todo x € R.



