8% Lista de exercicios de Andlise Real

1. Sejam X C R um conjunto nio vazio, f : X — R uma funciao e a € X’'. Mostre que

lim f(xz) = L, se e somente se lim(f(x) — L) = 0.
r—a r—a

2. Sejam X C R um conjunto néo vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’. Se lim f(z) = L
T—a

e lim g(z) = M, entdo mostre que
T—a

i) lim f(x)+ g(x) = L+ M;

T—ra

i7) lim f(x)g(x) = LM,

T—a

iii) lim cf(z) = cL qualquer que seja ¢ € R;

T—ra

iv) lim Me) ﬁ desde que M # 0.

i—a 9(@)

3. Mostre diretamente da definicao de limite que

i) lim ¢ = ¢, quaisquer que sejam a, ¢ € R;
T—a

i7) aljl_rgx = a, qualquer que seja a € R.

4. Seja a € R arbitrario.

i) Mostre que se |x —a| < 1 entdo existe M > 0 tal que |x + a| < M.

ii) Dado € > 0 arbitrario, tome 0 = min{1, 57} e mostre que se x € (X — {a}) N (a —d,a + 9)

entdo |22 — a?| < e.

iii) Conclua que lim 2?2 = a2
r—a

5. Sejam X C R um conjunto néo vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’'. Se f(x) = g(x)

para todo € X — {a}, entdao mostre que lim f(z) = lim g(x).
Tr—a r—a

6. (Teorema do confronto) Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g,h: X — R fungoes e

a€ X'. Se f(z) < h(x) < g(x) para todo z € X — {a} e li_r>n flx)=L= liLn g(z), mostre que
r—a r—a

lim h(x) = L.

r—a

7. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g: X — R duas fungoes e a € X’. Se lim f(z) = L
T—a
e liin g(x) = M com L < M, entao mostre que existe § > 0 de forma que f(z) < g(z) para todo
x a
z € (a—d,a+0)N(X —{a}).



8. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f : X — R uma fun¢do e a € X’. Se lim f(z) = L com

T—a
L > 0, entao mostre que existe 6 > 0 de forma que f(z) > 0 para todo = € (a—d,a+d6)N(X —{a}).

9. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’. Se lim f(z) =0

r—a
e g é limitada, mostre que ligl f(x)g(x) = 0 (Mesmo que nao exista o limite de g).
r—a

10. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f : X — R uma fun¢ao e a € X'.

i) Se lim f(x) = L ent@o mostre que lim |f(z)| = |L|;
r—a r—a

1) Mostre que o reciproco nao é necessariamente verdadeiro, isto é, dé um exemplo em que

lim | f(z)| = |L| mas nao necessariamente lim f(x) = L;
T—a r—a

i11) Mostre que o reciproco é verdadeiro para L = 0, isto é, se li_r)n |f(x)| =0, entao lim f(x) =
xr a r—a
0.

11. (Limite da composta) Sejam X, Y C R, f: X - Reg:Y — R duas fungdes com
f(X)CcY,ae X ebeYNY' Selimf(x)=">be lin%)g(ac) = L = g(b), entdo mostre que
r—a y—>

lim g(/(x)) = L.

12. Estabelega a negacao do Critério de Cauchy para limite de fungoes. Use esta negacao para

mostrar que nao existe o limite ligl f(x) para a funcao
xX a
f*R — R

z f(af)—{

1 se z€Q
-1 se z¢Q,

qualquer que seja a € R.



