2¢ Lista de exercicios de Algebra

=

. Sejam R e S duas relagoes do conjunto F no conjunto F'. Entao
a. R-'NnS = (RNnS) 1,
b. RFI'USt=(RUS).

2. Se R é uma relagao nao vazia sobre um conjunto F, entao
i) R é reflexiva, se e somente se, R~! é reflexiva.
ii) R é simétrica, se e somente se, R~! é simétrica.
iii) R é antissimétrica, se e somente se, R~! é antissimétrica.
iv) R é transitiva, se e somente se, R~! é transitiva.

3. Se R e S sao duas relages (nao vazias) sobre um conjunto F, entao
i) Se R e S sao reflexivas entdao, RN .S também é reflexiva.
ii) Se R e S sao simétricas entao, RN .S também é simétrica.
ii1) Se R, ou S, é antissimétrica entdo, RN S também é antissimétrica.
iv) Se R e S sdo transitivas entdo, RN .S também é transitiva.

—~

. Se R e S sao duas relagdes (ndo vazias) sobre um conjunto F, entao

i) Se R ou S sao reflexivas entdao, R U S também é,

i1) Se R ou S sao simétricas entdo, R U S também é,
Mostre também (dando contraexemplos) que nao ha garantias que R U S seja antissimétrica e
transitiva, mesmo se R ou S forem.

5. Considere F o conjunto de todos os vetores em R e a relagao ~, definida sobre F, dada por
U R = u=av paraalgum o€ R".

Mostre que = é uma relagao de equivaléncia em FE.

6. Seja R o conjunto dos numeros reais e defina neste conjunto a relagdo ~ dada por
r~y & x—y=2knr paraalgum k€ Z.

Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia. Esta relacao é conhecida como relagao de equi-
valéncia trigonométrica, uma vez que, se x ~ y, entao, sen(z) = sen(y) e cos(x) = cos(y).

7. Considerando o conjunto M = M,,(R) das matrizes quadradas de ordem n > 1, com coefici-
entes reais, e a relacao ~ dada por

A~B <& existe P € M invertivel, tal que, A=P-B- P!
Mostre que ~ é uma relac¢ao de equivaléncia (chamada de relagao de semelhanca de matrizes).

8. Seja S o conjunto de todas as sequéncias de niimeros reais, isto é,

S = {{antnen; ar € R}.

Considere a relagao ~, definida em S por,

{an} =~ {bn} & ILm |an — byp| = 0.



Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia em S.

9. Suponha R a relacao sobre o conjunto Q dos racionais dada por

Ry & z—y€eZ.

Mostre que R é uma relacao de equivaléncia. Indique as classes de 1; 5; g el,3.

10. Seja o conjunto C, o conjunto dos nimeros complexos. Verifique se as relagoes R, dadas
abaixo, sao relacoes de equivaléncia em C.

a. zRw se |2|? = |w|?.

b. zRw se z = w.

c. zRw se Re(z) = Re(w), onde Re(z) denota a parte real de z.

11. Considere o conjunto F = C(X,Y’) das fungoes continuas de X em Y. Considere a relagao
~ de homotopia de fungoes, isto é, f ~ g se e somente se f é homotodpica a g, ou ainda, f ~ g
se e somente se existe uma familia de funges continuas ¢ : X x [0,1] — Y, de forma que
o(x,0) = f(z) e p(x,1) = g(x). Mostre que a relacdo ~, de homotopia de funcoes, é uma
relagao de equivaléncia.

12. Considerando o conjunto F = C([0, 1], R) das funcoes continuas definidas no intervalo [0, 1],
e a relagdo ~, definida em F, dada por

1
f~g & /0 f(x) — g(z)dz = 0.

Verifique que ~ é uma relacao de equivaléncia.
13. Dadas as relagoes de equivalénica ~ em E e ~ em F', mostre que a relacao = dada por

(a,b) = (¢, d) & a~c e brd
¢ uma relacao de equivaléncia em E X F.
14. Considerando o conjunto N*, e a relacao <, definida por

<y << zly

mostre que < é uma relagdo de ordem parcial em N*. E uma relagdo de ordem total? Mostre
que em Z esta relacdo nao é uma relagao de ordem.

15. Considerando o conjunto F = {1,2,3,4,6,12,16,18,24,32,48} C N*, e a relacao < dada
por z = y se e somente se z|y. Se A = {4,6,12}, determine, se existirem: O conjunto das cotas
inferiores e o das cotas superiores, o elemento maximo e o minimo, o elemento supremo e o
infimo e o elemento maximal e o minimal de A.

16. Considerando o conjunto F = C(]0, 1], R das fungoes continuas definidas no intervalo [0, 1],
e a relacao =X dada por

r2o e [ rwars /Olg@c)dx.

Verifique se < é uma relagao de ordem (parcial).



