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Capitulo 1
Relacoes, aplicacoes e operacoes

Neste capitulo serao abordadas as principais propriedades envolvendo relagoes e
aplicacoes. Este estudo é fundamental para os capitulos que se seguem, pois estaremos sempre

em contato com algumas destas defini¢oes e suas propriedades.

1.1 Terminologia basica dos conjuntos

Comegaremos nosso estudo com uma introducao aos aspectos bésicos dos conjuntos, e
para tanto, dispensaremos o uso de numeragoes para escrever as definigoes e resultados. Também
nao enunciaremos proposicoes ou teoremas, e as principais propriedades envolvendo estes fatos
serao deixadas como exercicio. Recomenda-se ao leitor com pouca habilidade neste assunto

resolver tais exercicios.

Um conjunto é entendido como sendo uma colegao ou reuniao de objetos. Tais objetos
sao denominados elementos do conjunto. Tradicionalmente representaremos conjuntos usando

letras maiusculas e elementos usando letras minusculas.

Um conjunto ficaré totalmente identificado quando forem listados todos os seus elemen-
tos, ou quando for dada uma regra ou lei de formacao que premita decidir se um certo elemento
faz parte do conjunto. Tanto a listagem quanto a indicacao da regra sao tradicionalmente feitas

entre entre chaves.

Exemplo 1.1. Os conjuntos {a,e,i,0,u} e {1,2,3} estao identificados pela listagem de seus ele-
mentos. Os conjuntos {z; « é um pais da Europa} e {y; vy é um inseto} estao identificados

por uma lei de formacao. [ |

O simbolo de reticéncias é comumente utilizado para dar ideia de repeticdo ou de

continuacao dos elementos de um conjunto.

Exemplo 1.2. O conjunto {a,b,c,...,y,z}, é entendido como sendo o conjunto das letras do
alfabeto. O conjunto {1,2,3,4,...} é entendido como sendo o conjunto dos nimeros inteiros
positivos. O conjunto {1,2,3,...,1000} é entendido como sendo o conjunto dos niimeros inteiros

positivos menores ou iguais a 1000. |
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Para dizer que um objeto z é um dos elementos do conjunto A, ou que o conjunto A
contém o elemento x, escrevemos = € A e dizemos que “x pertence a A”. Para negar este fato,
isto é, para dizer que o objeto z nao é um elemento do conjunto A, ou que o conjunto A nao

contém o elemento z, escrevemos = ¢ A e dizemos que “x nao pertence a A”.

Um conjunto que possui um tnico elemento é dito conjunto unitdrio. Cuidado para nao
confundir {a} com {{a}}. O conjunto {a} ¢é unitario cujo tnico elemento ¢ a. O conjunto {{a}}
é também unitdrio porém seu tnico elemento é o conjunto (também unitdrio) {a}. Observe que

também ¢ unitario o conjunto {{a,b}}.

O conjunto que nao possui elemento algum, é dito um conjunto vazio, e representado
pelo simbolo (}, ou ainda, por { }. Cuidado para nao confundir ) com {@}. O primeiro conjunto
é o conjunto vazio. O segundo conjunto nao é vazio e sim um conjunto unitario cujo Unico

elemento é o conjunto vazio.

Dados dois conjuntos A e B, quando (todos) os elementos do conjunto A também sao
elementos do conjunto B, entao escrevemos A C B, e dizemos que A estd contido em B, ou
ainda, A é subconjunto de B. Equivalentemente podemos escrever B D A, e dizer que B contém

A. De qualquer forma, temos
ACB seesomentese x€A = x€B,
ou ainda pela contrapositiva equivalente,

ACB seesomentese z¢ B = x¢A.

A relagao C é chamada de relacao de inclusdo de conjuntos. Decorre imediatamente
dessa definicdo que A C A para qualquer que seja o conjunto A. Também se A, B e C sao

conjuntos que satisfazem A C B e B C C, entao temos que A C C.

Se o conjunto A possuir algum elemento que nao estd no conjunto B, entao escreve-
mos A ¢ B, e dizemos que A nao esta contido em B, ou ainda, A nao é subconjunto de B.

Equivelentemente podemos escrever B 5 A e dizer que B nao contém A. De qualquer forma,

A ¢ B seesomente se existe z € A, com = ¢ B.

Consideramos também que () C A qualquer que seja o conjunto A. Isto pode nao parecer
muito natural pois, ao escrever () C A, devemos pensar que todos os elementos do conjunto vazio
(0os quais nao existem) também pertencem ao conjunto A. A ideia central de afirmar que ) C A
¢ porque a negacao disso é mais contraditéria ainda. Para que () ¢ A deveria existir algum

elemento z € () de forma que = ¢ A, o que é claramente impossivel.

Dois conjuntos A e B sao considerados iguais, se possuem os mesmos elementos. Isto
significa que o conjunto A possui (todos) os elementos de B, e reciprocamente, o conjunto B

possui (todos) os elementos de A. Isto motiva a definigao,
A=B seesomentese BCA e ACB.
Naturalmente para que A e B nao sejam iguais, isto é, A # B, é preciso que A ¢ B ou

B ¢ A. Nestes termos para que A # B é preciso que exista um elemento x € A com x ¢ B ou

que exista z € B com = ¢ A.
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Decorre diretamente da defini¢ao de igualdade entre conjuntos que € irrelevante a ordem
com que os elementos de um conjunto é listada ou a quantidade de vezes que um elemento aparece

na listagem.

Exemplo 1.3. Sao verdadeiras as igualdades {a,a,b} = {b,a}. De fato, todos os elementos de

um conjunto pertencem ao outro conjunto. |

Sejam A e B dois conjuntos. A reuniao dos elementos do conjunto A e dos elementos
do conjunto B é o conjunto, representado por AU B, e chamado de uniao (ou reuniao) de A com
B, ou de A unido com B. Entéo, um elemento do conjunto A U B é um elemento do conjunto

A, ou um elemento do conjunto B. Desta forma,
AUB={z; z€A ou xe€ B},

e desta forma,
x€(AUB) seesomentese z €A ou x€ B.

A negacao desta ultima afirmacio nos fornece

r¢ (AUB) seesomentese x¢ A e x¢ B.

E consequéncia imediata da defini¢do de unido de conjuntos que AU B = BU A e que
AU(BUC) = (AUB)UC, quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C. Além disso, valem as
inclusdes A C AU B e B C AU B para quaisquer conjuntos A e B.

Ao conjunto dos elementos que estao simultaneamente nos conjuntos A e B, chamare-

mos de interseccao de A com B, e representaremos por A N B. Temos entao,
ANB={z; z€A e z€B},

e assim,

x€(ANDB) seesomentese x €A e xz€ B.

Como consequéncia disso temos que

r¢ (ANB) seesomentese z¢ A ou x¢ B.

E consequéncia imediata da definigdo de intersecao de conjuntos que ANB=BNAe
que AN(BNC)=(ANB)NC, quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C. Além disso, valem
as inclusbes AN B C Ae AN B C B para quaisquer conjuntos A e B.

Dois conjuntos A e B sao ditos disjuntos se ndo possuirem nenhum elemento em comum,
isto é, se ANB = 0.

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca entre A e B, representada por (A — B), ou
por (A\ B), é entendida como o conjunto dos elementos que pertencem a A e nao pertencem a
B, isto é,

(A-B)={z; €A e z¢B},

ou ainda,

xr€(A—B) seesomentese r€A e z¢B.
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Claramente

x¢ (A—B) seesomentese x¢ A ou x€ B.

Dado um conjunto E e um subconjunto A C FE, o conjunto complementar de A em
FE é o conjunto de todos os elementos que pertencem a FE, e nao pertencem a A. O conjunto
complementar serd denotado por CA, ou por A°®), ou simplesmente A® quando nio houver

possibilidade de confusao com o conjunto F. Temos entao,
A ={z e E;, z¢A},
e isto significa que,

reAY seesomentese z€FE e z¢A.

Claro que
x¢ AY seesomentese ¢ E ou x€A.

Observe que A®F) = (E — A), mas cuidado para nio confundir as duas definicdes.
A diferenca é definida para quaisquer conjuntos, enquanto o complementar somente é definido
quando A C E.

Dados dois conjuntos A e B, o conjunto A x B é chamado de produto cartesiano,
ou produto direto, de A com B. Os elementos do conjunto A x B sdo pares ordenados, com
a primeira coordenada um elemento do conjunto A, e a segunda coordenada um elemento do

conjunto B. Simbolicamente
Ax B={(a,b); a€ A, be B},

e desta forma,
(a,b) € Ax B seesomentese a€A e beB.

Evidentemente

(a,b) ¢ AXx B seesomentese a¢ A ou b¢ B.

Quando tomamos o produto cartesiano de um conjunto por ele mesmo, entao simplifi-

camos a notacdo, escrevendo A? para significar A x A.

1.2 Numeros inteiros

O conjunto dos numeros inteiros tem importancia fundamental para nossos estu-
dos. Nesta secao vamos relembrar algumas propriedades deste conjunto e principalmente das

operacoes de adicao e multiplicagao de niimeros inteiros.

Como veremos mais adiante, o conjunto dos nimeros inteiros pode ser construido a

partir do conjunto dos niimeros naturais N = {0,1,2,3,...}!, e as propriedades envolvendo as

!Existe muita divergéncia sobre o fato de que o nimero 0 seja um nimero natural. Alguns autores nio o

consideram assim. Para os nossos estudos vamos considerar, como indicado, que 0 é um elemento de N.
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operagoes de adicao e multiplicacao também decorrem das propriedades desta construgao. Tal
construcgao serd feita em um dos préximos capitulos, mas nao tera o enfoque que daremos nesta

secao.

O conjunto ordenado dos numeros inteiros,
Z=A{...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...},

é dotado de (pelo menos) duas operagoes, chamadas de adigao e de multiplicagao, representadas
respectivamente por + e -, que possuem as seguintes propriedades:
i)a+(b+c)=(a+0b)+c
ii) a+b=>b+a,
i) a+0=04+a=a,
w) a+(—a)=(—a)+a=0,
v)a-(b-c)=(a-b)-c,
vi)a-b="b-a,
vii) 1-a=a-1=aq,
viii) a- (b+¢)=a-b+a-c,
iz) (a-b) =0 se, e somente se, a =0 ou b =0,
x)Sea-b=a-cea#0,entdo b=rc,

para quaisquer numeros inteiros a, b e c.

A operacao de multiplicacao sera subentendida quando apresentados dois niimeros in-
teiros sem qualquer sinal separando-os. Isto significa que ab serd entendido como a - b, para

quaisquer inteiros a e b.

As operacgoes de adicdo e multiplicacdo, quando restritas ao conjunto dos niumeros
naturais, ainda admitem algumas destas propriedades, visto que N C Z. Para ser mais preciso,
das propriedades listadas acima, apenas a propriedade (iv) nao é satisfeita no conjunto dos

numeros naturais.

Definicao 1.1. Sejam a e b dois niimeros inteiros com b # 0. Dizemos que b divide a ou que a é
divisivel por b, se e somente se, existir um numero inteiro & unicamente determinado, de forma
que

a=Fk-b=kb. (1.1)

Se existir o niumero k que satisfaz a igualdade (1.1), escrevemos bla, e dizemos que a é
um multiplo de b, e que b é um divisor de a. Se nao existir um nimero inteiro k& que satisfaz
a igualdade (1.1), entao dizemos que b nao divide a, ou que a nao é multiplo de b, e neste caso

escrevemos b { a.

Na Definigao 1.1 exigimos que b # 0. Note que se b = 0, entdo a igualdade a = bk =
0k = 0, s6 ficaria valida para a = 0. Mas por outro lado, se também a = 0, entdo o ntimero k
nao fica unicamente determinado. Em outros termos, dizemos que 0 nao divide nimero inteiro
algum. Mas note que nada impede que a seja igual a zero. De fato, se a = 0, para qualquer b # 0
a igualdade a = 0 = bk traz k = 0, unicamente determinado. Por isso, dizemos que qualquer

numero inteiro nao nulo divide 0, ou ainda, 0 é multiplo de qualquer ntimero inteiro nao nulo.
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Deste ponto em diante, sempre que usarmos a expressao bla estaremos supondo impli-

citamente que b é nao nulo, exatamente como a definicao pede.

Teorema 1.2 (Algoritmo da divisao de Euclides). Dados dois nimeros inteiros a e b # 0, entdo
existem q,r € 7, unicamente determinados, chamados respectivamente de quociente e resto da

divisao Fuclidiana, tais que,
a=qgb+r com 0<r<|b.

Prova. Primeiro mostraremos a existéncia dos niimeros g e r. Vamos considerar dois casos.
Primeiro o caso em que a é multiplo de b. Neste caso, de acordo com a Definicao 1.1, a igualdade

fica satisfeita com r = 0.

Para o segundo caso, isto é, o caso em que a nao é multiplo de b, vamos separar

novamente nos casos b > 0e b < 0.

Se b > 0, tomemos o conjunto dos multiplos de b,

M, = {...,—4b,—3b,—2b,—b,0,b,2b,3b,4b, ... }.

Como a nao é multiplo de b, entao devemos ter que a estd entre dois multiplos consecu-
tivos de b. Entao ¢b < a < (¢+1)b, donde ¢b < a < gb+ b, ou equivalentemente, 0 < a — gb < b.
Tomando r = a — ¢gb temos que a = gb+ (a — gb) = gb+ r, e como 0 < a — ¢gb < b, vem
0<r<b=1bl.

Se por outro lado b < 0, o conjunto dos multiplos de b agora é,

M, = {...,4b,3b,2b,b,0,—b, —2b, —3b, —4b, ... }.

Novamente, como a nao é multiplo de b, a esta entre dois multiplos consecutivos de b,
isto é, ¢b < a < (¢ — 1)b. Segue que ¢gb < a < gb — b, ou equivalentemente, 0 < a — gb < —b.
Tomando r = a — ¢b, temos que a = gb+ (a — gb) = gb+r, e ja que 0 < a — gb < —b, entao,
0<r<—b=|bl.

Agora mostraremos que os nimeros ¢ e r sdo unicos. Supondo entao qi, gs, r1 € ro tais

que a = q1b+ r1 = ¢2b + ro. Entao

(@1 —q2)b=ry — 11,

com 0 < ry,r9 < |b|. Isto significa que b|(ro—71), e como —b < ro—7r; < b, temos que ro —r1 = 0,
donde segue que ro = r;. Desta forma (¢1 — ¢2)b = 0, e como b # 0 segue que (¢1 — ¢q2) = 0,
donde também q; = go. O

Um fato importante é que, se bla, entdao o nimero r da igualdade a = gb+ r é igual a

zero. Também, se b1 a, entdo o numero r deve ser estritamente positivo.

Proposicao 1.3. Se a, b e ¢ sao numeros inteiros arbitrdrios (ndo nulos conforme o caso
exigir), entdo valem as sequintes propriedades:

i) ala;
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ii) Se alb e bla, entdo a = +b;

iii) Se alb e blc, entdo alc;

iv) (ac)|(be), se e somente se, a|b;

v) Se alb e alc entao, a|(bx + cy) para quaisquer x,y € Z;
vi) Se alb e c|d, entdo (ac)|(bd).

Prova. A propriedade (i) é imediata pois a = la, isto é, existe k = 1 € Z, tal que, a = ka.

Para provar (ii), como alb e bla, entao existem m,n € Z de forma que b = ma e a = nb.
Desta forma,

b =ma = m(nb) = (mn)b,
e como b # 0, entdo 1 = mn. Mas isto s6 serd possivel se m = n = +1, donde a = +b.

Para (iii), suponhamos alb e blc. Entao temos, b = am e ¢ = bn com m,n € Z. Desta

forma ¢ = bn = (am)n = a(mn) e, como (mn) € Z, temos que alc.

A condigao (iv) é imediata. Observe que exigimos ac # 0 e entdo ¢ # 0. Temos entao
que (ac)|(bc) se e somente se bc = kac para algum k € Z, se e somente se b = ka para algum

k € Z, se e somente se alb.

Para provarmos (v), suponha que a|b e alc. Assim, existem m,n € Z de forma que

b= am e ¢ = an. Para quaisquer z,y € Z, temos que
(bz + cy) = (am)x + (an)y = a(mzx) + a(ny) = a(mz + ny),
e como (mx + ny) € Z, temos que a|(bx + cy).

Para a tultima afirmagao, suponha a|b e c|d. Entao existem m,n € Z que satisfazem

b =ma e d = nc. Desta forma,
(bd) = (ma)(nc) = (mn)(ac),

e como mn € Z, segue que (ac)|(bd). Isto finaliza esta demonstragao. O

Dados dois nimeros inteiros a e b, consideremos o conjunto dos multiplos de a, dado
por,
M, ={ka; keZ}={0,+a,+2a,+3a,...},

e o conjunto dos multiplos de b, dado por,

M, = {kb; ke Z}=/{0,£b,+2b,£3b,...}.

E bastante claro que estes conjuntos possuem elementos em comum além de 0. Os
nimeros +ab sao elementos de M, e também de My, e um deles deve ser positivo. Ao menor
elemento positivo (ndo nulo portanto) comum aos dois conjuntos M, e My, isto é, o menor
namero inteiro positivo, multiplo simultaneamente de a e de b, chamaremos de minimo multiplo
comum entre a e b, e representamos por mmc(a, b). Se algum dos nimeros a ou b for igual a zero,
e somente neste caso, entao definimos mmc(a,b) = 0. Como mmc(a,b) € M, e mmc(a,b) € M,
entdao a| mmc(a,b) e também b| mme(a,b), sempre que a e b forem nao nulos. Apresentamos a

seguir a defini¢do formal de mmc(a, b).
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Definigao 1.4. Dados dois inteiros a e b nao nulos, dizemos que o natural m é o minimo multiplo
comum entre a e b, e representamos por m = mmc(a, b), se e somente se

i) alm e blm;

i1) Se a|n e b|n, para algum outro n € N, entao m/|n.

Se a =0 ou b =0, entdo definimos mmc(a, b) = 0.

A condigao (i) da definigao anterior diz essencialmente que m = mmc(a,b) é multiplo
comum de a e de b. A condi¢ao (i7) diz que este multiplo comum é o “menor” dentre todos, isto
é, se existir algum outro multiplo comum diferente de m, este deve ser “maior” do que m. Note
que as expressoes “menor” e “maior” podem ser usadas no contexto da ordem dos inteiros ou

dos naturais. Isto porque, sendo m e n naturais, dizer que m|n obriga m < n.

Dados dois ntimeros inteiros a e b, consideremos o conjunto dos divisores de a, dado
por
D, = {£1, taq, *as, ..., +a},

e o conjunto dos divisores de b, dado por

Dy = {1, 4by, +by, ..., +b}.

Estes conjuntos também possuem elementos em comum. O ntimero 1 é um elemento que
pertence aos dois conjuntos simultaneamente. Ao maior elemento, comum aos dois conjuntos D,
e Dy, isto é, o maior niimero inteiro, divisor ao mesmo tempo de a e de b, chamaremos de mdximo
divisor comum entre a e b, e representamos por mdc(a,b). Se os numeros a e b forem ambos
iguais a zero, e somente neste caso, definimos mdc(a, b) = 0. Desta forma, quando mdc(a, b) # 0,
teremos mdc(a, b)|a e também mdc(a, b)|b. Além disso, é fato também que mdc(a,b) > 0. A

defini¢ao formal de mdc(a, b) é a que se segue.

Definigcao 1.5. Dados dois inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, dizemos que o natural d
é o maximo divisor comum entre a e b, e representamos por d = mdc(a,b), se

i) dla e d|b;

i1) Se nla e n|b, para algum outro n € N, entao n|d.

Se a =0 e b =0, entdao definimos mdc(a, b) = 0.

Notemos que a condicao (i) da definicao anterior nos diz essencialmente que d =
mdc(a,b) é um divisor comum de a e de b. A condigao (ii) garante que este divisor comum
é o “maior” dentre todos os divisores comuns, isto é, se existir algum outro divisor comum

diferente de d, este deve ser “menor” do que d.

Definicao 1.6. Um nimero inteiro p, ndao nulo e diferente de £1, é dito um niimero primo se

o conjunto D), de seus divisores inteiros, ¢ o conjunto
DP = {:l:la ip}a
isto é, se p é divisivel apenas por £1 e por %p.

Definigao 1.7. Dois nimeros inteiros nao nulos, a e b, sao ditos primos entre si, se e somente
se, mdc(a, b) = 1.
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Proposicao 1.8. Se a e b sdo niumeros inteiros nao nulos, entdo eristem numeros inteiros m
en tais que
mdc(a,b) = ma + nb.

Prova. Tomemos d = mdc(a,b) e S o conjunto de nimeros positivos da forma xa + yb, isto é,

S={za+yb; xz,y€Z e za+yb>0}.

Este conjunto nao é vazio pois, sendo a e b nao simultaneamente nulos, entao a, —a,
b ou —b, estd em S. Mas sendo S um conjunto de nimeros positivos, deve haver um destes
nimeros que é o menor entre eles. Tomemos k& = min{S} > 0. Como k € S, entdo existem
m,n € Z que satisfazem k = ma + nb. Como d|a e também d|b temos pela propriedade (v) da

Proposicao (1.3) que d|(ma + nb) = k, e entao d|k.

Por outro lado, afirmamos que k|a. De fato, do algoritmo da divisao de Euclides,

existem ¢, r € Z, de tal forma que a = gk + r, com 0 < r < k. Mas,

r=a—qk=a—q(ma-+nb) =a—qma—qgnb=(1—gm)a+ (—qn)b.

Isto obriga r = 0 pois caso contrario, isto é, se 0 < r < k terfamos r € S e uma
contradigao com o fato de que £ = min{S}. Segue que de fato r = 0 e com isso a = ¢k e k|a
como afirmado. Um processo andlogo mostrard que k|b também, e entdo k é um divisor comum
de a e de b. Entao da condicao (ii) da defini¢do de mdc temos que k|d. Da propriedade (ii) da
Proposigao 1.3, temos que d = +k, e como k e d sao ambos positivos, segue que d = k, isto é,
mdc(a,b) = d = k = ma + nb. O

Proposicao 1.9. Sejam a e b numeros inteiros ndo nulos. Entdo a e b sdo primos entre si, se

se somente se, existem numeros inteiros m e n tais que
ma + nb = 1.

Prova. Se a e b sdo primos entre si, entdo mdc(a,b) = 1 e a proposicao anterior garante a

igualdade desejada.

Reciprocamente, suponha que existem m,n € 7Z tais que am + bn = 1. Seja d =
mdc(a,b) > 0. Como d|a e d|b, da propriedade (v) da Proposigao 1.3, temos que d|(ma + nb),
isto é, d|1. Segue que d é um divisor positivo de 1, donde d = 1 e mdc(a,b) =d = 1. O

Lema 1.10. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros, com a e b nao nulos e primos entre si. Se a|c e

blc entao (ab)|c.

Prova. Da Proposigao (1.9), existem nimeros inteiros m e n tais que 1 = ma+nb. Entao temos
que (ma + nb)c = ¢, ou ainda, mac + nbc = ¢. Como alc e blc, do item (iv) da Proposicao 1.3,
temos que (ab)|(bc) e (ab)|(ac). Do item (v) da mesma Proposicao 1.3, temos que (ab)|(mac +

nbc), ou seja, (ab)lc. O
Lema 1.11. Sejam a e b dois nimeros inteiros, com d = mdc(a,b). Entdo se
a=md e b=nd

temos que m e n sao primos entre si, ou seja, mde(m,n) = 1.
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Prova. Suponha que k = mdc(m, n), entao k é divisor de m e n, isto é, k|m e k|n. Da propriedade
(1v) da Proposicao 1.3 temos que (kd)|(md) e (kd)|(nd), isto é, (kd)|a e (kd)|b. Mas como d é
o0 maximo entre os divisores comuns de a e b, da defini¢do de méximo divisor comum, devemos
ter kd|d. Do item (iv) da Proposigao (1.3) temos k|1, donde k = +1. Mas devendo ser k > 0,
segue que k = 1. O

Teorema 1.12. Para quaisquer a e b inteiros, tem-se
mmc(a, b) - mdc(a, b) = |abl.

Prova. Se a = 0 ou b = 0, entdao a igualdade é ébvia pois mme(a,b) = 0, e também ab = 0.
Suponha agora a # 0 e b # 0. Neste caso d = mdc(a,b) > 0 e m = mmc(a,b) > 0, entao é
suficiente verificar a expressao para a e b também positivos. Suponha entdo a > 0 e b > 0.

Como d|a, d|b e também d|ab, entao existem x,y, z € Z, todos positivos, de forma que

Do Lema 1.11, x e y sao primos entre si. Temos entao que
zd = ab = (zd)(yd) = zydd,

e como d # 0 temos z = xyd, ou seja, z = b = ay. Desta forma, a|z e b|z, e da definicao de

minimo multiplo comum, m|z.

Por outro lado, como d|a e a|m, entao d|m, isto é, m = kd para algum k € Z. Como
a|lm, isto é, (xd)|(kd), entao do item (iv) da Proposigao 1.3 segue que z|k. Pelos mesmos motivos,
como blm entao (yd)|(kd) e y|k. Como z e y sdo primos entre si, entdo do Lema 1.10, (zy)|k e
também (zyd)|(kd), ou seja, z|m. Assim m|z e z|m e sendo z e m ambos positivos, concluimos

que z = m, e portanto ab = zd = md = mmc(a, b) - mdc(a, b). O
Corolério 1.13. Se a e b sao dois niumeros inteiros primos entre si, entdo mmc(a,b) = |ab].

Teorema 1.14 (Primeiro principio de inducao finita). Seja S um subconjunto de N, tal que
i)0es,
i) n+ 1€ S para qualquer n € S,

entao S = N.

Prova. Mostraremos que o complementar S, de S em N, é vazio. Suponha por absurdo, que
SC = . Como N é um conjunto que possui um elemento minimo, entdo qualquer subconjunto
nio vazio de N também possui um menor elemento. Existe entdo um elemento k € S¢ de forma
que k = min(S%). Pela hipétese (i), k # 0 pois como 0 € S entdo 0 ¢ S¢. Entdao k > 1. Sendo
assim, k e também k — 1 sao ainda numeros naturais, e claro k — 1 < k. Como k é minimo
em SC, entdo k —1 ¢ S¢, e assim k — 1 € S. Mas neste caso, da hipStese (ii), temos que
(k—1)+1€ S, isto é, k € S. Isto contradiz o fato de que k € SC. Decorre que S¢ é vazio, e
portanto S = N. O

Em outras palavras o teorema afirma que qualquer subconjunto de N, que contenha

o 0, e contenha o sucessor de qualquer um de seus elementos, deve ser igual ao proprio N.
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Este resultado é bastante forte e 1util para nés. Entretanto, é bastante provavel que a maioria
dos alunos nao conheca o principio de inducao finita desta forma. No que se segue também
precisaremos do principio de inducao finita com outra formulacao. Enunciaremos entao o que

precisaremos.

Coroldrio 1.15 (Primeiro principio de indugao finita). Seja A uma afirmagdo sobre os nimeros
naturais. Suponha que

i) A € verdadeira para o natural 0,

1) A ser verdadeira para o natural n, implicar que A é verdadeira para n + 1,

entdo, A serd verdadeira para todos os naturais.

Prova. Seja P o conjunto daqueles nameros naturais tais que A seja verdadeira. De outra forma,
P={neN; Aévilida para n}.

E claro que P C N. Da hipétese (i), temos que A é valida para 0, entdao 0 € P. Além disso,
se n € P, entao A é vélida para n, e da hipétese (i) A também vale para o natural n + 1,
e entdo n + 1 € P. Notemos entdao que o conjunto P satisfaz as hipdteses do teorema (1.14)
e portanto a sua conclusao, isto é, P = N. Decorre entao que, A é verdadeira para todos os

numeros naturais. O

Outra forma bastante usual de enunciado do principio de inducao finita, é a que se
segue, que nao serd demonstrada. A sua demonstracao é também baseada no teorema (1.14), e
o leitor interessado podera fazé-lo. Embora com alguma modificagao continuaremos nos referindo

a este como o primeiro principio de inducao finita.

Coroléario 1.16. Suponha A uma afirmacgao sobre os nimeros naturais. Se
i) A é verdadeira para um certo ko € N e,
1) A ser verdadeira para o natural k > ko, implicar que A é verdadeira para k + 1,

entdo, a afirmacdo A serd verdadeira para todo niumero natural maior ou igual a k.

Definigao 1.17. Dado um nimero inteiro a, uma decomposicao de a, ou uma fatoracao de a, é
um conjunto de nimeros inteiros {qi, q2,...,qn}, tal que a = q1q2 . .. q,. Cada um dos nimeros

inteiros ¢;, (1 <1i <mn), é dito um fator da decomposigao.

Uma fatoracdo em si, nao é algo muito importante quando nao colocamos regras para
os fatores da decomposicao. Neste caso, um certo nimero inteiro pode admitir muitas decom-

posigoes. Como exemplo, consideremos o nimero inteiro 360. Podemos escrever,
360=9-40=5-6-12=4-6-15=2-2-2-3-3-5,

entre outras decomposicoes possiveis. Uma decomposicao bastante importante é quando con-
sideramos que os fatores da decomposi¢ao sao obrigatoriamente niimeros primos. Neste caso
existird uma sé decomposicao possivel (exceto por reposicionamento entre os fatores). Este

resultado é conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 1.18 (Teorema Fundamental da Aritmética). Se a é um nimero inteiro, com a # 0
ea#=+1, e
{p17p2,--~;pm} € {Q17Q27-"7Qn}7
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sao duas fatoragoes para a, com p; e q; primos, entao m = n e exriste uma permutagdo i <> j,

tal que, p; = q; para todo 1 <1i < m.

Prova. Ver se ¢ interessante escrever esta demonstragao... O

1.3 Relacoes

Definigcao 1.19. Sejam E e F' dois conjuntos nao vazios. Uma relacdo bindria ou simplesmente
relacdo de £ em F é qualquer subconjunto R de F x F, isto é, R é relacao de E em F, se e
somente se R C E x F.

Representamos uma relagdo através de letras maitsculas (como R, S, T), ou por
simbolos (como ~, ~, &, <, <), embora os simbolos sejam preferidos para representar relagoes
de equivaléncia ou de ordem, que veremos mais adiante. Note que, embora F e F' sejam nao

vazios, nada impede que tenhamos uma relagao vazia de £ em F'.

Para qualquer par ordenado (a,b) € R dizemos que a € E esté relacionado com b € F
pela relagdo R. Podemos também escrever aRb para dizer que (a,b) € R. Para indicar que o

elemento a € E nao esta relacionado com o elemento b € F, escrevemos (a,b) ¢ R, ou a Rb.

Poderiamos definir de uma forma mais geral, relagdes n-arias, como subconjuntos
RCE{ X EyXx---X By,

onde os n conjuntos F;, i = 1,2,...,n, sao todos nao vazios. Como nao é do nosso interesse o
estudo de relagoes que nao sejam bindarias, usaremos o termo relacdo e entenderemos que sempre

serd uma relacao bindria.

Definicao 1.20. Seja R uma relacao de F em F. O dominio de R é o subconjunto de FE,
denotado por D(R), formado por todos os elementos de E que estao relacionados com algum

elemento de F'. Simbolicamente
D(R)={a€ E; (a,b) € R paraalgum be F}.
Em outras palavras, o dominio de uma relagao é o conjunto de todos os elementos de
FE que figuram na primeira coordenada de cada par de elementos de R.

Definigao 1.21. Dada uma relacao R de E em F', a imagem de R é o subconjunto de F,
denotado por Im(R), formado por todos os elementos de F' que estao relacionados por algum

elemento de E. Simbolicamente
Im(R)={be F; (a,b)€ R paraalgum ac€ E}.
Em outras palavras, a imagem de uma relacao é o conjunto de todos os elementos de
F que figuram na segunda coordenada de cada par de elementos de R.

Exemplo 1.4. Sobre os conjuntos, £ = {—1,0,1} e F = {0,1,2,3,4}, podemos definir as

seguintes relacoes de F¥ em F':
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Ry ={(-1,0),(=1,1),(-1,2),(=1,3),(-1,4)},
Ry ={(0,0)},
Ry ={(-1,2),(0,3), (1,4)}.
Nestes casos, temos
D(Ry) ={-1}, e Im(R;) ={0,1,2,3,4} = F,
D(Rz) = Im(Rs) = {0},
D(R3) ={-1,0,1} = E, e Im(R3) = {2,3,4}. |

Exemplo 1.5. Considere a relagdo R, de E = {2,3,5} em F = {5,7,10,12,15}, dada pela lei
de formagao

xRy & (z,y)eR & zly,

isto é, x esta relacionado com y, se e somente se, x é um divisor de y. Neste caso,
R =1{(2,10),(2,12),(3,12),(3,15), (5,5), (5,10), (5,15)},
e para esta relagao temos D(R) = {2,3,5} e Im(R) = {5,10, 12, 15}. [ |

Quando os conjuntos E e F' sao subconjuntos de R é comum (e 1til) a representacao
de uma relacao R sob a forma de um grafico cartesiano. Quando os conjuntos E e F' sao
constituidos de poucos elementos é 1til a representacao da relacao R através de um diagrama

de flechas (Diagrama de Venn).

Definicao 1.22. Seja R uma relacdo de E em F. A relacdo inversa de R, denotada por R,

é uma relacao de F' em F e definida por,

R™'={(b,a) e F x E; (a,b) € R}.

Isto significa que aRb, se e somente se, bR~ 'a, ou ainda, (a,b) € R, se e somente se,
(b,a) € R~1. Observe também que R = (}, se e somente se, R~' = ). A representacio gréfica
de R™! caracteriza-se por uma reflexdo dos pontos (a,b) € R pela reta y = x. A representacio

de R~! pelo diagrama de flechas, caracteriza-se por uma inversio no sentido das flechas.

Proposicao 1.23. Se R € uma relagdo de E em I, entdo
i) D(R) = Im(R"1),
ii) D(R™Y) = Im(R),
iii) (R71)~!'=R.
Prova. Os trés itens sdo trivialmente satisfeitos se R for uma relacao vazia, pois neste caso,

todos os conjuntos envolvidos serdo vazios também. Suponhamos entdo R nao vazia. Para (7)

temos,

zre€DR) & (z,y) € R paraalgum yeF
& (y,z) € R7' paraalgum yeF & zelm(RY,

mostrando que D(R) = Im(R™!). A prova de (ii) é andloga. Para (iii), temos
@y eR & @oeR' < (nye@® )

o que encerra a demonstragao. O
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Definicao 1.24. Dadas as relagoes R de E em F', e S de F' em G, definimos a rela¢do composta

de R com S, como sendo a relacado de E em G, denotada por (S o R), dada por

(SoR)={(z,2) e ExG; existe ye F com (z,y)eR e (y,z)€ S}

Observe que se R = (), ou S = (), entao (S o R) = (. Entretanto, é possivel que
tenhamos (S o R) = () sem que necessariamente R = () ou S = (). Como exemplo disto, considere
E=F=G=1{0,1,2},e R=1{(0,1)} ¢ S = {(0,2)}. E obvio que R e S sio nao vazias, mas
(SoR)=10.

Proposicao 1.25. Sejam E, F' e G conjuntos nao vazios Se R e S sdo relagoes de E em F' e

de F' em G respectivamente, entdo
(So R)fl = (Rfl ) Sil).

Prova. Mostraremos primeiramente que (S o R)~! € R~' o S~!. Suponha (z,z) € (So R)™},
entao (x,z) € (S o R), e da definicao de composta, existe y € F tal que,

(r,y) €R e (y,2) €S,

donde
(zy) €S e (y2)e R,

e novamente da definicio de composta, (z,z) € (R~ o S71). Para mostrar a segunda inclusao,
(R7'o S71) C (So R)™!, é suficiente tomar as implicagoes anteriores na ordem inversa. Segue

a igualdade entre os conjuntos. O

Vamos agora estudar as principais propriedades envolvidas em uma relacao. Este estudo
faz-se necessario para o desenvolvimento de relagoes de equivaléncia, que é um dos principais
objetivos nesta segdo. Para isto, consideremos que os conjuntos E e F' sao iguais, isto é, as
relacoes R sao relagoes de um conjunto E em FE, e neste caso dizemos simplesmente que R é

uma relacao em FE, ou sobre F.

Definigao 1.26. Uma relacao R, sobre um conjunto nao vazio F é dita reflexiva se x Rx para

todo x € F, ou equivalentemente se (z,z) € R, para todo x € E.

Isto significa que qualquer elemento de E se relaciona consigo mesmo através de R.

Dizer que R nao é reflexiva significa que existe pelo menos um elemento = de E tal que (z,z) € R.

Definigao 1.27. Dizemos que uma relacao R, sobre um conjunto nao vazio E, é simétrica se,
para quaisquer z,y € E com xRy, tem-se também yRx, ou equivalentemente, se (z,y) € R,
entao (y,z) € R.

Isto significa que para qualquer par ordenado (z,y) que esteja na relagao, devera ser
encontrado o par simétrico (y,x) também na relagao. Para que R nao seja simétrica, basta que

exista um par (z,y) em R e o par simétrico (y, ) nao esteja em R.

Definicao 1.28. Uma relagdo R sobre um conjunto nao vazio E é dita antissimétrica se, para
todos z,y € E com xRy e yRx tem-se obrigatoriamente = = y, ou ainda, se (z,y) € R e

(y,x) € R entao z = y.
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Esta definigdo nos diz que os unicos pares (z,y) em R de forma que (y,x) também
estejam em R devem ser os pares com coordenadas iguais. Se forem encontrados elementos
distintos z,y € E de forma que ambos os pares (z,y) e (y,z) estejam em R, entdo R nao é

antissimétrica.

A contrapositiva da definigdo anterior é mais facil de ser verificada. Dados xz,y € FE
com z # y, a relagdo R é antissimétrica se, e somente se, (x,y) ¢ R ou (y,z) ¢ R. Isto significa
que para elementos distintos = e y de E, pelo menos um dos pares, (z,y) ou (y, ), ndo deve ser

encontrado na relagao.

Cuidado: dizer que R nao é simétrica nao significa que R é antissimétrica, e vice-versa.

Sao duas definicoes distintas, que nao se excluem mutuamente. Veja o proximo exemplo.

Exemplo 1.6. No conjunto A = {a,b,c} definimos as relagées R1 = {(a,a), (b,b), (c,c)},
R2 - {(a7 b):(ba a)}7 R3 = {(avb)7(b7 b)} € R4 = {(avb)7(a’ c),(c,a)}. Nestes termos, Rl é
simétrica e é antissimétrica. Ry é simétrica e nao é antissimétrica. Rz nao é simétrica e é

antissimétrica. R4 nao é simétrica e nao é antissimétrica. [ ]

Definicao 1.29. Uma relacao R sobre um conjunto nao vazio F, é dita transitiva se para todos
x,y,z € E com xRy e yRz, tem-se também xRz, isto é, se (z,y) € R e (y,z) € R entao
(x,z) € R.

Para que R nao seja transitiva, basta encontrar dois pares de elementos (z,y) e (y, 2)

ambos em R de forma que (z, z) ndo esteja em R.

Exemplo 1.7. Considere E o conjunto de todas as retas do plano. Em FE defina as relagoes R
e S dadas por
rRs & r|s e rSs & rls,

ou seja, R é a relagdo de paralelismo entre retas e S é a relacao de perpendicularidade entre
retas do plano. Temos entao que, R é reflexiva, pois r || r para qualquer reta r do plano, R é
simétrica pois se r || s entao é claro que s || r, R nao é antissimétrica, pois retas distintas r e
s podem cumprir 7 || s e s || 7, e R é transitiva, pois se r || s e s || t temos obrigatoriamente
r || t. Para a relacao S, temos que S nao é reflexiva pois para qualquer reta r do plano r [ r,
S é simétrica pois se r L s entao é claro que s L r, S nao é antissimétrica, pois retas distintas
r e s podem cumprir r L s e s L r, e .S ndo é transitiva, pois se r L s e s | t ndo garante que

r L t. Muito pelo contrério, teremos r || ¢. [ |
Exemplo 1.8. Dado E = {a,b,c,d} e a relacdo R em E, definida por

R = {(CL, a)’ (bv b)? (Cv 6)7 (CL?C)v (07 d)v (av d)}a

entao, R nao é reflexiva pois d € E e (d,d) € R, R nao é simétrica pois (¢,d) € R e no entanto
(d,c) € R, R é antissimétrica pois os unicos pares (x,y) de R, em que o simétrico (y,x) também
estd em R, sao os pares com as duas coordenadas iguais, e R é transitiva pois

(a,a),(a,c) € R, etambém (a,c)€ R;

(a,a),(a,d) € R, etambém (a,d) € R;

(¢c,¢),(c,d) € R, etambém (c,d) € R;
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(a,c),(c,c) € R, etambém (a,c)€ R;
(a,c),(c,d) € R, etambém (a,d) € R.

Exemplo 1.9. Considere E qualquer conjunto (néo vazio) e R = () uma relagao sobre E. Temos
que, R nao é reflexiva pois existe z € E e (z,z) ¢ R, R é simétrica pois para negar este fato
deverfamos ter (a,b) € R e (b,a) € R, R é antissimétrica pois para negar este fato, deveriamos
ter pares (x,y) e (y,z) de R com elementos distintos x e y de E, e R é transitiva pois para negar

este fato deveriamos ter algum (a,c) e algum (¢,d) em R com (a,d) € R. [ |

Proposicao 1.30. Se R € uma relagdo ndao vazia sobre um conjunto E, entdo
i) R € reflexiva, se e somente se, R~ ¢ refleriva,
ii) R € simétrica, se e somente se, R™! é simétrica,
iii) R € antissimétrica, se e somente se, R~ € antissimétrica,

iv) R € transitiva, se e somente se, R™! € transitiva.

Prova. Mostraremos primeiro as quatro implicagoes diretas. Para (i), suponha que R é reflexiva.
Entdo para todo x € F, temos (z,7) € R, ou ainda, (z,2) € R~!. Sendo assim, R™! é reflexiva.
Para mostrarmos (ii), suponha R simétrica. Se (x,y) € R™!, entdo (y,x) € R e como R é
simétrica, (z,y) € R e entdo (y,z) € R™! e segue que R~ é simétrica. Para (iii), seja R
antissimétrica. Se (z,y), (y,x) € R™!, entdo (y,),(z,y) € R, e sendo R antissimétrica segue
que © = y mostrando que R~! é também antissimétrica. Para (iv), suponhamos R transitiva
e tomemos (x,%), (y,2) € R~!. Entdo (2,y) € Re (y,r) € R. Como R é transitiva, segue que
(z,7) € R e portanto (x,z) € R™! o que mostra que R~! é transitiva. Para as quatro implicacoes

contrarias, basta usar as respectivas implicacdes diretas e o fato de que (R™!)~! = R. 0

1.4 Relagoes de equivaléncia

Definigao 1.31. Uma relagao R sobre um conjunto nao vazio F é dita uma relacao de equi-
valéncia sobre E, se R for reflexiva, simétrica e transitiva. Isto é,

i) para todo = € E, tem-se xRz,

i1) para todos z,y € F tais que xRy, tem-se yRx,

ii1) para todos z,y,z € E tais que xRy e yRz, tem-se xRz.

Uma relagao de equivaléncia determina em um conjunto, uma “lei”, que permite decidir
quando dois elementos deste conjunto sao equivalentes, ou seja, dois elementos sao iguais quando
observados por esta relacao. Deste ponto em diante, usaremos letras maiusculas para representar
uma relagao de equivaléncia somente quando a relagao for expressa como subconjunto de E X
FE, uma vez que as letras maitsculas sao mais comuns para representar conjuntos. Usaremos

simbolos como ~, ~, ~, &, =, entre outros possiveis, para representar relacoes de equivaléncia.

Exemplo 1.10. A relacdo R = () sobre qualquer conjunto F nao vazio, nao é relacao de

equivaléncia, pois como ja verificado, R nao é reflexiva. [ |
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Exemplo 1.11. Seja E = Z* o conjunto dos niimeros inteiros nao nulos, e a relagdo R : zRy <
x|y, a relagdo de divisibilidade entre inteiros (nao nulos). R nao ¢ relagdo de equivaléncia. De
fato, R é reflexiva, pois x|z para todo inteiro nao nulo . Também R é transitiva pois se x|y
e y|z, entao claramente z|z. Entretanto, R nao é simétrica, pois podemos obter dois nimeros

inteiros nao nulos z e y, de forma que x|y e no entando y 1 x. [ ]

Exemplo 1.12. Tomando E = {B; B é subconjunto de R?} e R é a relacio de inclusao de
conjuntos, isto é, ARB < A C B. R nao é relacao de equivaléncia, pois embora R seja reflexiva
e transitiva, R nao é simétrica. De fato, é possivel obter dois conjuntos A e B, satisfazendo

A C B, sem que necessariamente B C A. [ |

Exemplo 1.13. Considere o conjunto £ = Z x Z* = {(a,b); a,b+# 0 € Z}, e a relagao = dada
por
(a,b) = (¢,d) < ad=bec

Esta é a conhecida relagao de igualdade entre fragoes. E uma relagdo de equivaléncia. Para
tornar este importante exemplo completo, vejamos os detalhes. Para qualquer (a,b) € Z x Z*,
temos claramente ab = ba, e da defini¢ao de =, temos (a, b) = (a,b), o que mostra a reflexividade
de =. Sejam agora (a,b), (¢,d) € Z x Z* tais que (a,b) = (¢,d). Entao ad = bc, e assim, tem-se
também que cb = da. Segue da definigdo de = que (¢,d) = (a,b). Com isso = é simétrica.
Para finalizar, sejam (a, b), (¢, d), (e, f) € Z x Z* tais que (a,b) = (c,d) e também (c,d) = (e, f).
Entao temos ad = be, e também, c¢f = de. Multiplicando a primeira igualdade por f e a segunda
por b, temos que adf = bcf e bef = bde. Destas duas igualdades temos que adf = bde, e como
d # 0 temos, do axioma (x) dos nimeros inteiros, que af = be. Isto significa que (a,b) = (e, f),

0 que mostra a transitividade de =. [ |

Notemos entao que, se ~ é a uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto E # (),
dado qualquer elemento a € F, da reflexividade de ~, temos que a ~ a. Isto significa que
pelo menos o elemento a deve estar relacionado consigo mesmo. Mas pode ocorrer que outros
elementos do conjunto E também estejam relacionados com o elemento a. A colecao de todos os
elementos de E que estao relacionados com este elemento a é chamada de classe de equivaléncia

de a € E. A préxima defini¢ao formaliza este conceito.

Definicao 1.32. Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio E. A classe
de equivaléncia de um elemento a € E, médulo ~, é o subconjunto de E denotado por @ e dado
por

a={x€eFE; x~a},

ou seja, @ é o subconjunto de todos os elementos relacionados com a por ~.

Uma classe de equivaléncia é entao um conjunto que reine todos os elementos que sao
equivalentes entre si no conjunto E. Observe que como ~ é uma relagao reflexiva, entao para
qualquer a € FE tem-se obrigatoriamente a ~ a e da definigdo anterior segue que a € a. O
conjunto de todas as classes de equivaléncia médulo ~, de F, indicado por %, é chamado de

conjunto quociente de E pela relacao ~. Entao

E
—={a;, ackFE}
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Proposigao 1.33. Seja ~ uma relacdo de equivaléncia sobre E # () e a,b € E. Sdo equivalentes
as afirmacoes

i) a~b,

ii) a € b,

i) b € @,

iv) @=b.

Prova. Como a relacao ~ é simétrica, decorre imediatamente da definicao de classe de equi-
valéncia que

ac€b & a~b & b~a & bea,
e desta forma, (7), (i7) e (i77) sdo equivalentes.

Mostraremos agora que (i) e (iv) sdo equivalentes. Suponha entdo a ~ b, e mostraremos
a dupla inclusdo dos conjuntos @ e b. Seja z € a. Entdo z ~ a, e como a ~ b, temos da
transitividade de ~, que  ~ b. Segue que x € b, e isto prova que @ C b. Suponha agora
x € b, ou equivalentemente z ~ b. Como a ~ b, da simetria de ~ temos que b ~ a também.
Como x ~ b e b ~ a, da transitividade de ~ temos que x ~ a. Assim, x € @ mostrando que
b C @, e conseguentemente a igualdade @ = b. Suponha agora @ = b. Como claramente temos
a € @, entdo temos também a € b, e da definicio de classe de equivaléncia a ~ b. Isto encerra a

demonstragao. 0

O proéximo resultado é muito importante para os estudos que virdo. Em sua esséncia, o
préximo resultado diz que o conjunto E pode ser escrito como reuniao de classes de equivaléncia,

duas a duas disjuntas.

Proposicao 1.34. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto E ndo vazio. Entdo
temos que
i) Para todo a € E, a # 0,
ii) Para todos a,b € E, oua@=">b ouaNb=10,
iii) E= | ] @
acE
Prova. O item (i) é imediato, pois como ~ é relacao de equivaléncia, entao ~ é reflexiva. Isto

significa que para qualquer a € F, temos a ~ a, e desta forma que, a € @, para todo a € F.

Provaremos agora (i7). Suponha que @ Nb # (), e mostraremos que ocorre obrigatoria-
mente a igualdade entre as classes @ e b. Ja que a interseccao é nao vazia, entao existe x € E
que satisfaz © € @ e z € b. Entao, da proposi¢ao anterior, temos T = @ e também T = b. E claro

entdo que @ =T = b.

Para provar (i7i), mostraremos a dupla inclusdo dos conjuntos. Observemos que dado
qualquer z € E temos que x € T, e portanto x estd em alguma classe de equivaléncia de F.
Como consequéncia disto, x estard na uniao de todas as classes de equivaléncia de F, isto é,
z € U,ep @ Isto mostra a inclusdo E C |, @. Para a inclusao contréria, note que cada classe
de equivaléncia @ de um elemento a € F, é formada apenas por elementos de E. A unido de
todas as classes continuard sendo formada por elementos de E. Desta forma, é imediato que

User @ C E. Isto termina esta demonstragao. U
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Exemplo 1.14. Consideremos o conjunto E = {a,b,c,d} e a relacdo de equivaléncia R sobre

FE determinada por seus pares ordenados

R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}.

As classes de equivaléncia, dos elementos de E, sdo entdo a = {a,b}, b = {b,a} =a, ¢ = {c,d},

e d = {d,c} = ¢ Temos portanto apenas duas classes de equivaléncia distintas. Daf

i -
7 = a0} {e.d}} = (a2}

Exemplo 1.15. Considerando A = {1,2,3,4,5,6} e a relacao ~ dada por
ery e 2@-y).

Como 2|(z — z) para qualquer x € A, entdo = ~ x para todo x € A e temos a reflexividade de
~. Dados z,y € A com z ~ y, entao da definicdo da relagao 2|(z — y). Das propriedades de
divisibilidade temos 2|(y — x) e entdo y =~ x, donde ~ é simétrica. Sejam z,y,z € A com = ~ y
e y ~ z, entao da definicao da relacao, 2|(z —y) e 2|(y — z). Das propriedades de divisibilidade,
segue que 2|((x —y)+ (y—z)), ou melhor 2|(z—z) e entdo x = z, e fica mostrada a transitividade

de ~.

As classes de equivaléncia sao portanto

1=1{1,3,5}, 2 ={2,4,6},
3={1,3,5} =1, 4=1{2,46) =2,
5={1,3,5} =1, 6=1{2,4,6}=2.

Desta forma,

O préximo exemplo é uma generalizagao deste ultimo. Constitui um dos exemplos mais

importantes de relacdao de equivaléncia, chamada congruéncia modulo m nos inteiros.

Exemplo 1.16. No conjunto dos niimeros inteiros Z, escolhemos um inteiro arbitrario m > 2,

e definimos a relacao ~ dada por

r~y & z=ymodm) & m|(x—y).

A expressao z = y(mod m) deve ser lida como: “z é congruente a y médulo m”, ou
ainda, “x é equivalente a y médulo m”. E fécil ver que esta relacao é de equivaléncia. Vejamos
os detalhes. Primeiro temos que m|0 e entdo m|(z — x) para todo x € Z, logo, © ~ x para
todo x € 7Z, isto é, ~ é reflexiva. Suponha agora x ~ y, e entdo, m|(z — y). Do item (v) da
proposicao (1.3), m divide qualquer multiplo de (x — y). Em particular m|((—1) - (x — y)), ou
ainda, m|(y — ). Desta forma, y ~ x, mostrando que ~ é simétrica. Também, sejam z,y, z € Z

comx ~y ey~ z isto é m|(x —y) e m|(y — z). Entao temos do item (v) da proposicao (1.3)
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que m divide a soma (x — y) + (y — 2z), isto é, m|(z — z) e temos portanto x ~ z, mostrando a

transitividade de ~. Desta forma ~ é de fato uma relagao de equivaléncia.

Observe que dizer que = ~ y, ou equivalentemente m|(x — y), significa que os restos
da divisdo euclidiana de z e de y por m, sao iguais. De fato, do algoritmo de Euclides, temos
que existem g1, g2, 11 € ro tais que x = gum + 11 e y = gam + ro, com 0 < 71,70 < m. Como
m|(z —y) entdo m|[(qg1 —g2)m+ (r1 —r2)]. Como m divide uma soma, e divide uma das parcelas
desta soma, entao obrigatoriamente, m divide a outra parcela desta soma também. Isto é,
m|(r1 — r2) e em outras palavras (r; — r2) é um multiplo de m. Mas como 0 < ri,79 < m,
entdo —m < r; — r9 < m, e o Unico miltiplo de m que esta estritamente entre —m e m é 0.
Segue que 1 —ry = 0, ou ainda, 7o = r1, provando a nossa afirmagao. A reciproca é obviamente
verdadeira, isto é, se os restos r1 e ry sdo iguais, entdo (r—y) = ggm—+r1 —gem—re = (g1 —q2)m

e entao m|(z — y).

Assim, podemos construir as classes de equivaléncia ©n para cada n € Z, que consiste
de todos os nimeros inteiros relacionados com n, isto é, todos os nimeros inteiros que deixam

0 mesmo resto que n na divisao euclidiana por m. Temos entao,

ol
Il

{0, +m,+2m,+3m, ...}
T={1,14m,1+2m1+3m,...}

2=1{2,24+m,24+2m,2+3m,...}

m—1l={m—-1,(m—1)£m,(m—1)£2m,(m— ):I:3m .}
={-1,-1+m,-1+£2m,—-1+3m,...} =
m={m,m+m,m=+2m,m=3m,...}

={0,+m,+2m,+3m,...} =0

e a partir dai as classes se repetem, e portanto, temos m classes de equivaléncia distintas,
chamadas classes de equivaléncia médulo m. O conjunto destas classes de equivaléncia, denotado
por Z,, €

L =—=1{0,1,2,...,m — 1}.

1.5 Relacgoes de ordem

Definigao 1.35. Uma relacao R sobre um conjunto E # () é chamada relag¢do de ordem parcial
sobre FE, se R for reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é,

i) xRz para todo x € E,

i1) se TRy e yRx entdao = =y, e

ii1) se xRy e yRz entdo tem-se xRz,

e se isto acontecer, o conjunto F ¢é dito um conjunto parcialmente ordenado pela relacao R.

Uma relagao de ordem R define no conjunto E, uma ordem entre os seus elementos,

informando quem vem antes de quem (ou quem precede quem), e da mesma forma, quem vem
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depois de quem (ou quem sucede quem). Mas observe que pode acontecer que alguns elementos
de E nao estejam necessariamente relacionados entre si. Para denotar relacoes de ordem é

comum o uso de simbolos como =, <, <, <, <, < ou <.

E comum também o uso das notagoes invertidas. Escrever a < b é equivalente a escrever
b = a, e dizemos em ambos o0s casos, que a precede b (ou a é predecessor de b), e que b sucede a

(ou b é sucessor de a), pela relagdo <.

Dada uma relagdao de ordem denotada por algum simbolo como =< ou <, geralmente
notagoes como a < b e a < b (ou mesmo b > a e b > a), sdo usadas para indicar que a precede
estritamente b, isto é, a precede b, mas nao é igual a b. Para estas mesmas notagoes, também
podemos dizer que b sucede a estritamente, isto €, b sucede a mas nao € igual a a. Mas cuidado!

Nestes termos a relacao < ou < nao pode ser reflexiva e portanto nao é uma relagado de ordem.

Definigao 1.36. Sejam F um conjunto nao vazio, e < uma relagao de ordem parcial sobre FE.

Dois elementos a e b em E sao ditos compardveis por < se
a<xb ou b<a.

Definicao 1.37. Uma relagdo de ordem =< sobre um conjunto nao vazio F é dita relacdo de

ordem total quando para quaisquer a e b em F tem-se
a<b ou b < a,

isto é, quaisquer a e b em E sao comparaveis. Neste caso, dizemos que E é um conjunto

totalmente ordenado.

Exemplo 1.17. Consideremos E = {0,1,2}, e R = {(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(0,2)}. E facil
ver que R é reflexiva, é antissimétrica e também transitiva. E assim, R é uma relacao de ordem
parcial. Entretanto R nao é relacao de ordem total, pois podemos encontrar elementos em FE

que nao se relacionam entre si. Os elementos 1 e 2 estao em E, e no entanto nao temos 1R2,
nem 2R1. |

Exemplo 1.18. Tomemos E = {B; B ¢é subconjunto de R?}, e a relacio < de inclusdo, isto é,
A<xB & ACB.

Esta relagao é reflexiva (A C A, para todo A € E), transitiva (se A C Be B C C entao A C ()
e antissimétrica (se A C Be B C A, entdao A = B), logo < é uma relagao de ordem parcial sobre
o conjunto F. Mas é claro que é possivel encontrar dois subconjuntos A e B do plano, tais que
A¢Z Be B¢ A, e assim < nao é relacido de ordem total. [ ]

Exemplo 1.19. Consideremos o conjunto dos inteiros Z, e uma relagdo sobre Z, definida da
seguinte forma,

a<b < b=a+n, paraalgum n €N,

Veja que < é reflexiva, pois a = a+0, para todo a € Z, e assim a < a, para todo a € Z. Também
se a,b € Z satisfazem a < be b < a, entdo b = a+n e também a = b+m, para m,n € N. Temos

entao que b = a+n = (b+m) +n, e desta forma 0 = m +n. Mas no conjunto dos naturais, esta
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equagao s6 sera verdadeira se m = n = 0 e entdo a = b, 0 que mostra a anti-simetria de <. Se
a,bce€Z,coma<beb<c entao temos b=a+nec=>b+ m, para m,n € N. Sendo assim,
c=b+n=(a+n)+m=a+(m+n). Como (m+mn) € N, entdo da defini¢ao, temos que a < ¢,
e segue a transitividade de <. Por tudo isto, < é uma relagao de ordem (parcial) sobre Z. Além
disso, dados arbitrérios a,b € 7Z, entao a — b ou b — a é positivo, e portanto pertence a N. Se
(a — b) € N entao colocamos a = b+ (a — b) e temos que b < a. Se por outro lado (b —a) € N,

entao colocamos b = a + (b —a) e temos a < b. Segue que < é relacao de ordem total em Z. M

Definicao 1.38. Seja E um conjunto parcialmente ordenado pela relagdo de ordem =<, e A um

subconjunto nao vazio de E. Um elemento L € E é dito um limite superior para A, se
x <L paratodos x€ A,

e um elemento [ € F é dito um limite inferior para A se
I <z paratodos x€ A.

Definicao 1.39. Seja E um conjunto parcialmente ordenado pela relagdo de ordem <, e A um

subconjunto nao vazio de E. Se existir M € A que satisfaz
x <M paratodos x € A,
entdao M é chamado de maximo de A. Se existir m € A que satisfaz
m < x paratodos x € A,

entao m é chamado de minimo de A.

Observe que um méximo de A é um limite superior que pertence a A e um minimo de
A é um limite inferior que pertence a A. Além disso, o mdximo de um conjunto A, se existir, é

unico. De fato se M7, My sao dois méaximos de A. Como M7 é méaximo de A, entao
r < My paratodos x € A.

Mas como My € A entdo My < M7. Da mesma forma, como My é maximo de A, entdo
r < My paratodos x€ A,

e como M € A entao My < M. Da antissimetria de < segue que M1 = M.

Definigao 1.40. Seja E' um conjunto (parcialmente) ordenado pela relagao de ordem <, e A
um subconjunto nao vazio de F. Se o conjunto dos limites superiores de A possuir elemento
minimo, este minimo é chamado de supremo de A. Se o conjunto dos limites inferiores de A

possuir elemento maximo, este maximo é chamado de infimo de A.

Definicao 1.41. Um elemento M € A é um elemento mazimal de A se, para qualquer x € A,
Mz = M=z
Um elemento m € A é um elemento minimal de A se, para qualquer z € A,

rs<m = m=ux.
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Em outras palavras, M é elemento maximal de A se o unico sucessor de M for ele

préoprio. Analogamente m é elemento minimal de A se o unico predecessor de m for ele proprio.

Exemplo 1.20. Seja E = R com a relagao de ordem usual < e A = [—2,2), entao temos que 0s
limites superiores de A sdo os nimeros do conjunto [2,00). Os limites inferiores sdo os nimeros
do conjunto (—oo, —2]. O méximo nao existe. O minimo é —2. O supremo é 2. O infimo é —2.

O elemento minimal é —2. O elemento maximal nao existe. [ ]

Exemplo 1.21. Consideremos E = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} munido da relagdo de ordem <

dada pela divisibilidade de naturais, isto é,
ry & zly.

Sugerimos ao leitor mostrar que a divisibilidade é de fato uma relagdo de ordem parcial em N.
Considerando A = {2,4,6}, temos para A: Os limites superiores 12 e 36; Os limites inferiores 1
e 2; O maximo nao existe; O minimo 2; O supremo 12; O infimo 2; O elemento minimal 2; Os

elementos maximais 4 e 6. [ ]

Exemplo 1.22. Dado E = {a,b,c,d} e a relagao de ordem

R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (a,c),(c,d),(a,d)}.

Para o subconjunto A = {¢, d}, temos: O limite superior d; Os limites inferiores a e ¢; O maximo

d; O minimo ¢; O infimo ¢; O supremo d; O elemento maximal d; O elemento minimal c. [ |

1.6 Aplicacoes

Nesta secao vamos estudar uma classe especial de relagoes, que serao chamadas
de aplicagoes. Usaremos preferencialmente letras mintsculas para indicar relagbes que sao

aplicagoes.

Definicao 1.42. Dados F e F' conjuntos nao vazios, uma relacao f de E em F, é dita uma
aplicacao de E em F se

i) D(f)=E, e

i1) para cada a € E = D(f), existe um tnico b € F tal que (a,b) € f.

Como o elemento b é unicamente determinado, podemos expressar b em termos do seu
correspondente a € E. Assim, se f é uma aplicagao, e somente neste caso, escrevemos b = f(a)
para indicar que (a,b) € f, e além disso, o elemento b € F ¢é dito imagem do elemento a € F
pela aplicacdo f. Escrevemos f : E — F para indicar que f é uma aplicacdo de ' em F. O

conjunto F' é chamado de contra-dominio de f, denotado também por Cd(f).

Lembremos que sendo f uma relacao, o conjunto I'm(f) ja foi definido por
Im(f)y={beF; b= f(a) paraalgum a€ E}.

Definigao 1.43. Dizemos que duas aplicagoes f : E — F e g : X — Y sao iguais, e escrevemos

f = g, se e somente se,
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i) E =X,
ii) F=Y e
iii) f(a) = g(a) para todo a € E.

Note que esta definicao de igualdade de aplicagoes nao difere da definicao de igualdade
de funcoes dada nos cursos de Célculo. No Caélculo, diz-se que, duas fungoes f e g sao iguais
se (e somente se) D(f) = D(g), Cd(f) = Cd(g), e f(x) = g(x) para todo z no dominio das
fungoes. Mas para o nosso caso, ja temos D(f) = E = D(g), e Cd(f) = F = Cd(g), e por isto

a igualdade entre f e g se reduz a igualdade dos valores pontuais.

Exemplo 1.23. Dados dois conjuntos £ = {1,2,3} e F = {0, 1,2, 3,4}, consideremos as relagoes
fegde E em F, dadas por

[ = {(170)7 (17 1)7 (2)2)7 (374)} e g= {(174)7 (273)7 (3’0)}7

entdo, D(f) = {1,2,3} = E, mas o elemento 1 € E tem dois correspondentes em F', isto
é, nao é unico o elemento b € F tal que (1,b) € f, logo f ndo é aplicagdo. Para g, temos
D(g) ={1,2,3} = E, além disso para todo a € E, é inico o elemento b € F' tal que (a,b) € g, e

entao g é aplicacao. [ |

Definicao 1.44. Seja f : E — F uma aplicagao, e A um subconjunto de F. Chama-se imagem
direta de A por f, o subconjunto de F, representado por f(A), formado pelas imagens de

elementos de A. Simbolicamente

f(A)={ye F; y=f(r) paraalgum xz¢€ A}
={f(z); x€A}

No caso em que A = F, o conjunto f(A) = f(F) é precisamente o conjunto imagem da

aplicacao.

Definicao 1.45. Sejam, f : £ — F uma aplicacdo e B um subconjunto de F. Chama-se

imagem inversa de B por f o subconjunto de E, indicado por f~!(B), e determinado por
f7UB)={zcE; f(x)e B}

isto é, o subconjunto de todos os elementos de E, com imagem em B.

Se A =0, entdo f(A) = 0. Se B = entdo f~1(B) = . Note que z € f~1(B), se e
somente se, f(x) € B, e também se z € A entao f(x) € f(A), mas f(z) € f(A) ndo garante
que z € A. O que se garante da definicao é que se f(z) € f(A) entdao f(x) = f(a) para algum

a € A. O préximo exemplo se refere a este fato.
Exemplo 1.24. Sejam F = F =R e f: F — F dada por

f={(z,2%); zeR}CRxR.

Observe que (z,2%) € f significa que f(z) = 22. Tomemos A = [0,2] C R, e z = —1. Temos

entao que f(A) = f(]0,2]) =[0,4], e f(x) = f(—1) = 1. Sendo assim, vemos que f(—1) € f(A),
e no entanto —1 ¢ A. Mas como mencionado no pardgrafo anterior, como f(—1) =1 € f(A)

entdo existe a € A, mais precisamente a =1 € A, de forma que f(—1) = f(1)=1€ f(A). N
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Definicao 1.46. Seja f : E — F uma aplicagao. Dizemos que f é uma aplicacao injetora se
para quaisquer x,y € F, tais que f(x) = f(y) tem-se = y. Equivalentemente, f é injetora, se

para quaisquer z,y € F, tais que z # y tem-se f(z) # f(y).

A definicdo acima, significa que elementos distintos devem possuir imagens distintas.
Para dizer que uma aplicagao f é injetora, é comum também escrever que f é 1-1, e dizer que
f é um a um. Para dizer que f nao é injetora, basta entdao encontrar elementos distintos x e y

com imagens f(x) e f(y) iguais.

Definicao 1.47. Seja f : E — F uma aplicacdo. Dizemos que f é uma aplicagao sobrejetora se

para todo y € F, existe x € F, tal que f(x) =y.

Note que o conjunto dos elementos y € F' = Cd(f), para os quais existe z € E tal que
f(x) =y é o conjunto imagem da aplicagdo. A definigdo anterior diz que para que a aplicacao
seja sobrejetora, esta condigao deve ser satisfeita para todo y € Cd(f) e portanto uma aplicagao
serd sobrejetora se e somente se Im(f) = Cd(f). Mas Im(f) é, por definicdo, sempre um
subconjunto de Cd(f). Entao o trabalho de provar que f é sobrejetora, resume-se em mostrar
que Cd(f) C Im(f). Para dizer que f nao é sobrejetora, basta encontrar algum y € F' que nao

¢ imagem de nenhum = € E.

Definicao 1.48. Uma aplicacao f, é dita bijetora, se f for simultaneamente injetora e sobreje-

tora.

Exemplo 1.25. A aplicagao f : R — C que a cada real x associa o complexo f(z) = x — zi é
injetiva, pois

f@)=fly) = s-wzi=y-yi = z=y
Por outro lado, f nao é sobrejetiva, pois 1 + 3i € C, e ndo existe € R que satisfaz f(x) =

r—xt =1+ 3i. [

Exemplo 1.26. Considerando

a(32): o

o conjunto das matrizes diagonais de ordem 2, e a aplicagao f : M — R, definida por f(A4) =

det A. A aplicacao f nao é injetiva pois as matrizes

(1) - (i)

possuem o mesmo determinante, isto é, f(A) =2 = f(B) e no entanto A # B. Por outro lado,

f é sobrejetiva, pois para cada =z € R, a matriz

=(0)

satisfaz f(A) =det A = z. [ |
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Suponha que E e F' sejam nao vazios e f : £ — F é uma aplicagdo. Entao f é uma
relacdo. Sendo assim, podemos falar que a relacdo f possui relacio inversa f~! de F em E.
Entretanto, pode ocorrer que a relacdo f~! ndo seja uma aplicacio. O teorema seguinte, nos da

condicoes, para que possamos afirmar quando f~! é também uma aplicacio.

Teorema 1.49. Seja f : E — F uma aplicagdo entre os conjuntos nao vazios E e F. Entdo f

¢ bijetora, se e somente se, f~1 € uma aplicacdo de F em E.

Prova. Suponha entdo que f seja bijetora. Como f~' é uma relacdo de F' em E, é imediato
que D(f~') C F. Para provar que também F C D(f™!), seja entdo y € F. Como f é
sobrejetora, existe x € F tal que f(x) = y. Desta forma, (z,y) € f, e entdo, (y,z) € f!
donde y € D(f™1). Segue que todo elemento de F estd no dominio de f~!. Dado agora
y € F = D(f~!), mostraremos que é tnico o elemento x € E tal que (y,z) € f~'. Para
isto, consideremos x1,72 € E, satisfazendo (y,71) € f~' e (y,z2) € f~'. Assim, temos que
(x1,y) € f e (x2,y) € f, e sendo f uma aplicagao, escrevemos y = f(z1) e y = f(x2), e entao
f(x1) = f(z2). Mas como f é injetora, segue que z1 = 5. Isto mostra que f~! é aplicacdo, o

que conclui esta demonstragao.

Suponha agora f~!: F — E uma aplicacdo. Sejam z,y € E com f(z) = f(y). E claro
que temos (z, f(z)) € f o (4, /() € f. Entiio, (f(),z) € ' e (f(y).y) € £~ Mas como
f(x) = f(y), entdo temos que (f(z),z),(f(z),y) € f~!, e sendo f~! uma aplicaco, é tnica a

imagem do elemento f(z) por f~!. Segue que z = .

Para provar que f é sobrejetora, seja y € F. Como f~! é uma aplicacio entdo
F = D(f!) e assim y € D(f™!), donde existe z € E tal que (y,z) € f~!. Mas isto signi-
fica que (x,y) € f e portanto existe z € F tal que y = f(x). Segue que f é sobrejetora, e

consequentemente bijetora. O

Um resultado mais forte do que o tltimo teorema pode ser obtido. Se uma aplicacao f
é bijetora, além de f~—! ser uma aplicacdo, pode-se provar que f~! é também bijetora. Este é o

objetivo do préximo teorema.

Teorema 1.50. Seja f : E — F uma aplicacdo. f € bijetora se, e somente se, f1: F = E é

bijetora.

Prova. Suponha f bijetora. Sejam z,y € F tais que f~!(z) = f~'(y). Entdo (z, f~'(x)) € f~!
e (5, () € £, e como f~1(z) = /1 (y) temos que (z, 1~ (), (y, /' (2)) € F~". Assim,
temos que (f~1(z), ), (f~1(x),y) € f. De outra forma, x = f(f~!(x)) e também y = f(f~1(z)).
Como f é aplicacdo, a imagem de f~1(xr) € E por f é tnica, isto é, z = y, mostrando a
injetividade de f1.

Seja x € E arbitrario. Como f é aplicacao, D(f) = E e assim, x € D(f), isto é, existe
y € F tal que f(z) = vy, e entdo, (x,y) € f ou ainda (y,z) € f~'. Segue que existe y € F
de forma que (y,7) € f~1, ou ainda, * = f~!(y), mostrando a sobrejetividade de f~!. Segue

portanto que f~! é bijetora.

Suponha agora f~! bijetora, entdo da primeira parte, a inversa de f~! é bijetora, isto
6, (f~1)~! é bijetora. Mas como (f~!)~! = f (Ver proposicio 1.23) entdo f é bijetora. O
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Quando f : E — F é uma aplicacao bijetora, temos entdo que f~!: F — E é também

uma aplicacao bijetora, e além disso,
y=fx) & (wwef & (woref' e z=[fly).

Tomando as igualdades y = f(z) e x = f~1(y), e substituindo = e y de uma igualdade

para outra, obtemos ainda que, para qualquer z € E tem-se f~!(f(z)) = x e para qualquer
y € F tem-se f(f~'(y)) = y.

Ja definimos anteriormente a relacao composta de duas relagoes. Estamos agora in-
teressados em saber em que situacoes a composta é de fato uma aplicacao e também em que

situacoes é uma aplicagao bijetora.

Proposicao 1.51. Sejam f: E — F e g: F — G duas aplicacoes. A relacdo composta de f
com g, indicada por (go f) C E x G, € também uma aplicagdo.

Prova. Primeiro temos que mostrar que D(g o f) = E. Seja entdao z € E. Como f é uma
aplicacao F = D(f) e entao x € D(f), logo existe y € F' tal que (z,y) € f. Como g é aplicagao
temos que D(g) = F e para este y € F existe z € G tal que (y,z) € g. Neste caso da definigao
de relacao composta (z,2) € (go f) e portanto = € D(g o f).

Dado agora x € D(go f) = E, queremos mostrar que é unico o elemento z € G tal que
(x,2z) € (go f). Suponha que z; e z2 satisfazem (x,z1) € (go f) e (x,22) € (go f). Entao da

defini¢ao de relacao composta existem y1,ys € F' tais que

(z,y1) € f e (y1,21) €9, e
(,y2) € f e (y2,22) €9

Como f é uma aplicag@o entao y; = ys e escrevendo y = y; = yo, temos que

(y7zl) c€g e (y;ZZ) €9,

e como ¢ é uma aplicagao segue que zo = z1. Isto posto temos que a composta g o f é uma

aplicacao. O

A aplicagao composta (go f) : E — G tem o mesmo dominio de f e o mesmo contra-
dominio de g. Um fato importante, é que se f : F — F e g: F — FE sao duas aplicacoes, entao

estao definidas as composigdes (g o f) e (f o g), mas em geral, (go f) # (f o g).

Observemos que (g o f)(x) = g(f(x)) para todo x € E. De fato, sendo f : F — F
e g : FF — G duas aplicacoes, entdo (go f) : E — G é uma aplicacdo. Assim, dado qualquer
x € E = D(go f), temos que existe z € G tal que z = (go f)(z). De outra forma, (z,z) € (go f)
e da definigdo de composicao de relagoes, existe y € F tal que (z,y) € f e (y,z) € g, e

consequentemente, z = g(y) e y = f(z). Logo,

(go f)(@) =2z =9g(y) = g(f(x)),
para todo x € E = D(go f).

Lema 1.52. Se f: E — F e g: F — G sao sobrejetoras, entao (go f) : E — G € sobrejetora.
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Prova. Seja z € G. Como g é sobrejetora, existe y € F tal que g(y) = z. Sendo y € F e f
sobrejetora, existe x € E tal que f(z) = y. Entao

(g0 f)(x) =9(f(x)) =g(y) = 2,
e segue entao que (g o f) é sobrejetora. O
Lema 1.53. Se f: E — F e g: F — G sdo injetoras, entio (go f) : E — G € injetora.

Prova. Sejam z,y € E tais que (go f)(x) = (go f)(y). Entao g(f(z)) = g(f(y)) e como g é
injetora, segue que f(x) = f(y) e sendo f injetora, temos que x = y, mostrando que (go f) é

injetora. O

O proéximo teorema é uma juncao dos resultados dos dois iltimos lemas. Optamos por

enunciar os dois lemas em separado, apenas para evidenciar os resultados individuais.

Teorema 1.54. Se f: E— F e g: F — G sao bijetoras, entio (go f): E — G € bijetora.

No caso em que f e g forem bijetoras, entdao a composta (g o f) é invertivel, e a sua

inversa (g o f)~! é dada, de acordo com o teorema 1.25, por (go f)~! = f~log=h

Definicao 1.55. Seja E um conjunto nao vazio. A aplicagao identidade em E, que serd denotada

por Idg, é a aplicacao Idg : E — E dada por
Idg(z) =z para todo r€eE,

ou equivalentemente,

Idg = {(z,z); =z € E}.

Quando nao houver davidas sobre o conjunto F envolvido, a aplicacao identidade sera
representada simplesmente por Id, e entao Id(z) = x, para todo z € E. Claramente a aplicagao

identidade, Id : E — FE, é bijetora para qualquer conjunto E # (.

Lembremos que se f : E — F é uma aplicag@o bijetora, entdo para quaisquer x € F
ey € F, temos que f~1(f(z)) =z, e f(f 1 (y)) = y, e desta forma temos claramente que, se
f: E — F é bijetora, entdo (f~tof) = Idg e (fof™') = Idp. A reciproca desta ideia é tratada

no proximo teorema.

Teorema 1.56. Seja f: E — F uma aplicagdo. Se existirem aplicagoes g, h : F' — E tais que
(go f)=1Idg e (foh)=Idp, entio f € bijetora. Além disso h =g = f~1.

Prova. Suponha entdo (go f) = Idg e (f o h) = Idp. Seja y € F arbitrario. Entdo como
(foh)(y) =y, ou f(h(y)) =y, segue que existe z = h(y) € E tal que f(x) =y, donde se conclui
que f é sobrejetora. Sejam agora x1,x2 € E com f(x1) = f(z2). Como g é aplicagao temos que
9(f(x1)) = g(f(x2)) ou ainda (go f)(x1) = (g o f)(x2). Mas como (go f) = Idg, temos que

21 = (g0 f)(x1) = (g0 f)(x2) = 22,

o que mostra que f é injetora. E assim, f é bijetora.
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Mostraremos agora que ¢ = f~' = h. Da bijetividade de f temos que f~!: F — E
é aplicagao. Como F = D(g) = D(h) = D(f7!) e também E = Cd(g) = Cd(h) = Cd(f™1),
resta mostrar que h(y) = f~(y) e que g(y) = f~'(y) para todo y € F. De fato, dado y € F

arbitrario,

FH) = FH(f o)) = FH(f(h(y) = (f o f)(A(y) = h(y),

e também

O]

Este ultimo teorema poderia ter sido enunciado em duas partes. Observe que para
provar que f é sobrejetora, usamos a existéncia de uma aplicacdo h tal que (f o h) = Idp. Para
provar que f é injetora, usamos a existéncia de uma aplicacao g tal que (go f) = Idg.
Definicao 1.57. Seja f : E — F uma aplicagao, e suponha E e F' conjuntos parcialmente

R S
ordenados pelas relagoes de ordem =< e < respectivamente. Dizemos que f é uma aplicacao

crescente se

S
axb = f(a) % f(b) para quaisquer a,b € FE,
e que f é uma aplicacao decrescente se

R S
axb = f(a) = f(b) para quaisquer a,b € E.

Em qualquer um dos casos, f é dita uma aplicagao mondtona.

Na definicao anterior, podemos remover a possibilidade de que a = b, e também a
possibilidade de que f(a) = f(b). Neste caso as relagoes de ordem passam a ser consideradas
no sentido estrito, e temos entao a definicdo de aplicacoes estritamente crescente e estritamente

decrescente.

R
Definicao 1.58. Sejam E e F' conjuntos parcialmente ordenados pelas relagoes de ordem < e
S
< respectivamente. Dizemos que f : EF — F é uma aplicacao estritamente crescente se

R S .
a<b = f(a) < f(b) para quaisquer a,b € FE,
e que f é uma aplicacao estritamente decrescente se
R S .
a<b = f(a) > f(b) para quaisquer a,b € E.

Proposicao 1.59. Seja E um conjunto totalmente ordenado pela relacao de ordem <. Se uma

aplicagao f : E — F € estritamente crescente, ou decrescente, entdo f € injetora.

Prova. Suponha f estritamente crescente. Sejam x,y € F com x # y, entdo x < y, ou & > ¥, €
como [ ¢ estritamente crescente temos que f(z) < f(y), ou f(z) = f(y) respectivamente. Em
ambos os casos se confirma que f(x) # f(y) e portanto f é injetora. O segundo caso, com f

estritamente decrescente, é demonstrado de forma andloga. O
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1.7 Operagoes

Nos capitulos que se seguirao, torna-se importantissimo o uso de operacoes definidas
nos conjuntos de estudo. Esta secao é dedicada aos aspectos fundamentais das operacoes e

também de suas principais propriedades. Serd uma secao 1til para o restante deste texto.

Defini¢ao 1.60. Se F é um conjunto nao vazio, entdo uma operacao sobre E, ou uma lei de

composicao interna para F, é qualquer aplicagao f: EF X E — E.

Observe que, como aplicacdo, f deve satisfazer D(f) = E x E, e isto significa que cada
par ordenado (z,y) € E x E deve estar associado a um tnico elemento z = f(z,y) € E, chamado

de resultado da operacao de z com y.

E comum a representagao de operagoes por simbolos como *, 4+, -, @ ou ®. Assim, uma
operacao * sobre um conjunto F é uma aplicacao * : E x E — F, sendo que escrevemos x * ¥
para designar o elemento *(z,y) € E, resultado da operacao de x com y. Também, x e y sao
denomidados respectivamente primeiro termo ou o termo a esquerda e segundo termo ou termo
a direita da operacao. Quando nao houver necessidade de ordem, podemos dizer simplesmente

que z e y sao as parcelas, ou os termos, da operagao.
Vamos agora estudar as principais propriedades envolvendo as operacoes.

Definicao 1.61. Dizemos que uma operagao *, definida sobre um conjunto nao vazio E, é

associativa, ou que * tem a propriedade associativa, se
(xxy)*z=uxx*(yx2),
para quaisquer z,y,z € F.
Equivalentemente, em termos de uma aplicagao, dizemos que * : F x E — FE é associ-
ativa, se e somente se *(x(x,y), z) = *(z, *(y, 2)), para todos z,y,z € E.

Definicao 1.62. Dizemos que uma operagao *, definida sobre um conjunto nao vazio FE, é

comutativa, ou que * tem a propriedade comutativa, se
THkY=1y*x,

para quaisquer x,y € F.

Também em termos de uma aplicacao dizemos que * : £ X F — E é comutativa, se for

satisfeita a igualdade *(x,y) = x(y, ), para quaisquer z,y € E.
Exemplo 1.27. Sobre o conjunto F¥ = Z consideremos as aplicagoes

(z,y) = +(z,y) =z +y,
(z,y) = (z,y) =z -y,
(z,y) = —(z,y) =z -y,
chamadas respectivamente de adi¢ao, multiplicacao e diferenca de ntimeros inteiros. Claramente

sdo trés aplicacoes de Z x Z em Z, e portanto sdo operacoes. A adicdo e a multiplicacdo sao

associativas e comutativas, mas a diferenca nao é associativa e nem comutativa. [ ]



1.7. Operacgoes 35

Exemplo 1.28. Considere o conjunto £ = R* =R — {0} e as aplicagoes
. . x
(@,9) = +(z,y) =z +y = o
($,y) = (IL',y) =Ty,

chamadas respectivamente divisdo e multiplicacao de niimeros reais (nao nulos). A multiplicagao

é associativa e comutativa, mas a divisao nao é associativa nem comutativa. [ |

Exemplo 1.29. Seja E' = Ms(R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 com coeficientes
reais, e a aplicagao

(A,B)— -(A,B)=A-B,
chamada de multiplicagao de matrizes. Esta operacao é associativa mas nao é comutativa. M

Exemplo 1.30. Considerando X um conjunto nao vazio, e E = P(X) = {A;A C X}, as

aplicacoes

(A,B) — U(A,B) = AU B,
(A,B) —N(A,B)=ANB,
(A,B)— —(A,B)=A—-B=AUB",

chamadas respectivamente de unido, interseccao e diferenca entre conjuntos, sao operacoes em
E. A unido e a interseccao sdo associativas e comutativas, mas a diferenca nao é associativa

nem comutativa. [ |

Exemplo 1.31. Dado E = RE, o conjunto das funcdes de R em R. A aplicacio

(f,g9) = o(f,g9)=fog,

define a operacdo de composicdo de fungoes. A composicao de fungoes é associativa mas nao é

comutativa. [ |

Definigao 1.63. Seja * uma operagao sobre um conjunto nao vazio E. Dizemos que e € E é

elemento neutro para a operacgao * se

r¥e=exx=x paratodo zx € F.

Se apenas a condicao x * e = x for cumprida para todo x € E entao e é dito elemento
neutro pela direita de * e se apenas a condicdo e * x = x for cumprida para todo =z € FE
entao e é dito elemento neutro pela esquerda de . E possivel ainda que uma operacao admita
apenas elemento neutro a direita ou apenas elemento neutro a esquerda. Um destes exemplos
é a operacao de diferenca de ntmeros reais, que nao admite elemento neutro a esquerda mas
admite elemento neutro a direita que é o nimero 0. Entretanto, é possivel provar que se uma
operacao admite um elemento neutro a esquerda e também um elemento neutro a direita, entao

estes elementos neutros obrigatoriamente sao iguais.

Proposicao 1.64. Suponha que x € uma operac¢do sobre um conjunto ndo vazio E, que admite
elemento neutro pela esquerda e elemento neutro pela direita. Entao estes elementos neutros

coincidem.
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Prova. Suponha que e; é um elemento neutro pela esquerda de * e que e é um elemento neutro
pela direita de *. Entao e; satisfaz e; x x = x para qualquer x € E. Em particular e; x eo = es.

Também ey satisfaz x x e = x para qualquer x € E. Em particular e * eg = e1. Assim
€1 = €1 *x €3 = €9,
concluindo que os elementos neutros pela esquerda e pela direita coincidem. ]

Corolario 1.65. Se uma operacao x em E admite elemento neutro, entdo este elemento neutro

€ unico.

Definigao 1.66. Suponha que * tem elemento neutro e em E. Dizemos que z € F é simetrizavel

para a operagao x, se existir ' € E, chamado de elemento simétrico de z, tal que

xx=xx1 =e.

Se apenas a condicao x’ *x = e for cumprida entao o elemento x é dito simetrizavel pela
esquerda, e se apenas a condicao x * 2’ = e for cumprida entao o elemento x é dito simetrizavel
pela direita, para a operacao *. Pode ocorrer que um elemento admita apenas simétrico pela
direita ou apenas simétrico pela esquerda. Um exemplo disto pode ser conseguido considerando
o conjunto E das fungoes de [—1,1] em [—1,1], e em E considere a operacao de composigao de
funcoes. Este conjunto possui elemento neutro para esta operacao que é a funcao identidade.
Dada

f:-1,1 — [-1,1]

r = f(z)=222—1
podemos verificar que

g:[-1,1] — [-1,1]

satisfaz

(fog)(rv)—f(g@f))—?( xerl) -1=uz,

para todo = € [—1,1]. Desta forma, f é simetrizavel pela direita, sendo g o elemento simétrico

pela direita de f. Mas note que g nao é o elemento simétrico de f pela esquerda. De fato,

(90 £)(@) = g(7(@)) = | BT Var

Mas poderia existir alguma outra fungao h de forma que (ho f)(x) = x para todo = € [—1,1]?
A resposta é nao. Se existisse uma tal funcao h, entdo de acordo com o teorema 1.56, f seria

bijetora. Como f nao é bijetora, entao f nao pode admitir simétrico pela esquerda.

Podemos verificar que se a operacao for associativa e admite elemento neutro, e se z é
um elemento simetrizavel pela esquerda e simetrizavel pela direita, entao os simétricos a direita

e & esquerda coincidem.
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Proposicao 1.67. Suponha que x € uma operacao associativa e que possui elemento neutro e.
Se x € E admite simétrico pela direita e admite simétrico pela esquerda, entdo estes simétricos

coincidem.
Prova. Denotemos z’ o simétrico de x pela esquerda, isto é, ' * x = e. Denotemos também x”
o simétrico de x pela direita, isto é, x * 2’/ = e. Entao

=2 xe=a"x(xx2")= (2" xx)x2" =exa” =2",

e portanto os simétricos de x pela direita e pela esquerda coincidem. O

Corolario 1.68. Suponha que * € uma operacdo associativa e que admite elemento neutro e.

Se x € E ¢ simetrizavel entao o elemento simétrico de x € unico.

Deste ponto em diante, para padronizar a notacao, se um elemento z € F for sime-
trizével, e o simétrico for tnico, entao a notacao =’ sempre indicard o elemento simétrico de

x.
Proposicao 1.69. Seja * uma operacdo sobre E, com elemento neutro e, entdo

i) Se x € simetrizdvel, 2’ é simetrizdvel e (z') = x,

i1) Se x € associativa e x ey sdo simetrizdveis, entao (xxy) é simetrizdvel e (xxy) =
y *xx.
Prova. Para o item (i), se x é simetrizavel, entao existe 2’ € E tal que z * 2’ = 2/ x x = e. Mas
esta mesma igualdade, nos diz que para o elemento z’ € E, existe um elemento x € E tal que
xxx' =2’ xx = e. Portanto 2’ € F é simetrizdvel com seu simétrico sendo o elemento x, isto é,

(') = x. Para mostrar (i7), suponha z e y simetrizdveis. Como
rxy)x (Y x2)=xx(yxy)xa' =x*xexa’ =xxa’ =e
(zxy) * (y ') (y*y ,
e também
sV x(xxy) =y x (@' x2)xy=9y xexy=9y xy=ce,
Y ) Y y=y Y=y *y

entao da definigdo de elemento simetrizavel, segue que, o elemento (z * y) é simetrizdvel, sendo

(y' * ') o seu simétrico, isto é, (x xy) =y * ' O

O conjunto de todos os elementos simetrizaveis de E para a operacao * é denotado por
U.(E), ou seja,

x € U(E) <& xésimetrizavel,

ou ainda,

UE)={r € E; zx2'=12'x=ec¢ paraalgum 2’ ¢€ E}.

Definigao 1.70. Sejam * uma operacao sobre E # (), e a € E. Dizemos que a é regular a

esquerda para a operagao * se
axr=axy = T =1,
para quaisquer x,y € E, e que a é reqular a direita para x se
rxa=yYy*xa = T=Y,

para quaisquer z,y € E. Se as duas condigoes acontecem, entao a é dito simplesmente um

elemento reqular para * em FE.
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Um elemento regular é um elemento que pode ser “simplificado” a direita e a esquerda
de uma igualdade envolvendo a operacao * de . O conjunto dos elementos de E regulares para

a operacao * é denotado por R, (E), isto é,
a€ R.(F) < aéregular para a operagao *,
ou ainda,
R.(E)={a€FE; axxr=axy = x=y, paraquaisquer xz,y € E}.

Proposicao 1.71. Se x é uma operacdo associativa em um conjunto E nao vazio, e admite

elemento neutro e, entdo todo elemento simetrizdvel € reqular para a operacdo *.

Prova. Seja a € E um elemento simetrizével, mostraremos que a é regular (a esquerda). Supo-

nha entao a * x = a * y para quaisquer x,y € F. Assim

r=exx=(d*a)xx=ad*(a*x)

=d'x(axy)=(d xa)xy=exy=y.

Segue que a é elemento regular & esquerda. Analogamente prova-se que a é regular a

direita, e portanto a é elemento regular para a operagao . ]

Definigao 1.72. Sejam o e * duas operagoes definidas sobre um conjunto E # (). Dizemos que

o é distributiva d esquerda com relacao a * se

zo(yxz)=(roy)x*(roz),

e que o é distributiva a direita com relacao a * se

(zxy)oz=(roz)x(yoz),

para quaisquer que sejam x,y,z € E. Se ocorrerem as duas igualdades entao dizemos simples-

mente que o é distributiva com relacao a .

Note que se a operacao o for comutativa, entao distributividade a direita implica em

distributividade a esquerda e reciprocamente.

Definigao 1.73. Seja E um conjunto (nao vazio) munido de uma operagao *. Um subconjunto
A C E nao vazio, é dito fechado para a operagao *, ou x é dita fechada em A, se (e somente se)

x xy € A quaisquer que sejam x,y € A.

Observe que, um subconjunto A de F, ser fechado para uma operagao * significa que x*

define uma operagao sobre A.

Exemplo 1.32. Considerando o conjunto £ = R dos niimeros reais. O subconjunto A =N C F
dos numeros naturais é fechado para o produto e a soma, mas nao é fechado para a diferencga.
O subconjunto B = Q dos ntimeros racionais, é fechado para a soma, o produto e a diferencga.
O conjunto C = R — Q dos ntimeros irracionais nao é fechado para a soma, para o produto e

para a diferenca. [ ]



1.7. Operacgoes 39

Exemplo 1.33. Seja E = RF = {f : R — R; f ¢é funcdo} o conjunto das funcdes de R em
R com a composicao de fungoes. O subconjunto I C FE das fungoes injetoras é fechado para a

composicao, pois sabemos que a composta de duas fungoes injetoras é ainda injetora. |

Exemplo 1.34. Consideremos o conjunto E = M>(R) das matrizes de ordem 2 x 2 com
coeficientes reais, e o subconjunto M = {A € E; det(A) # 0} C E. O conjunto M nao é
fechado para a soma de matrizes, pois é possivel encontrar duas matrizes A e B, invertiveis, tais
que sua soma é uma matriz nao invertivel. No entanto este conjunto é fechado para o produto
de matrizes, pois é conhecido que se A e B sdo inversiveis, o produto A - B ¢é inversivel também,
istoé, A-Be M. [ ]

Quando o conjunto E = {ay,as,...,a,} possui poucos elementos, é comum representar
os resultados da operacao x * y em uma tabela. Nesta tabela, colocamos na primeira linha, e
na primeira coluna, os elementos de E, que chamaremos respectivamente de linha fundamental
e coluna fundamental, ou linha e coluna das entradas, e serao numeradas como linha 0 e coluna

0.

* ay ag -+ Qp

a

a2

Qm

No interior da tabela, sao encontrados os elementos a;; obtidos por a;; = a; * a; para

1 <4,5 < m. Desta forma temos

* al a2 PR aj PR am

ai ai1 a2 - ay; - A1m
az | azr a2 - ag; - a2m
a; ;1 a2 - Q5 - Aim
m | Aml Am2  Gmj Omm

Exemplo 1.35. Se E = {1,—1,i,—i} C C, com a operagao = *«y = z -y, o produto usual de
complexos, temos,
1 -1 i —i
1 1 -1 i —i
—-1] -1 1 —i i
i i -1 —1 1

—i | —1 ] 1 -1

Exemplo 1.36. Considerando F = {fi, f2, f3, f4} um conjunto de fungdes de R em R, dadas

por fi(x) = z, fo(z) = |z|, f3(x) = —z e fi(z) = —|z|, com a operacdo de composigao de
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funcoes usual, temos

ol fi fo f3 fa
flh fa f3 fa
fal fa 2o f2 [o
fs|fs fa fi [fo
Jolfa fo fa fa

Suponha que uma operacao * seja dada pela sua tdbua, sem especificar explicitamente
a lei de composicao. Algumas propriedades desta operagao podem ser detectadas observando a

sua tabua.

A comutatividade de * é dada pela lei x x y = y * x para quaisquer xz,y € E. Se
T =a; ey = a; entao T x y = y * x significa que a; * a; = a; * a; e portanto a;; = aj;. Desta
forma, a propriedade comutativa ocorre quando a tabela for simétrica com relagao a sua diagonal

principal.

A existéncia de um elemento neutro e € E a esquerda e & direita é dada pelas leis
e*x T = x e T *e = x respectivamente para qualquer x € E. See=aq; e x =aj entao exx = x
se resume em a;; = a; * a; = a;. Desta forma o elemento neutro a esquerda serd o elemento a;

da coluna fundamental, cuja linha é igual a linha fundamental. Isto é,

ay ay agz -+ Qm

ece=a; |ay az as --- A,

Analogamente, se © = a; e e = a; entao = *x e = x significa que a;; = a; * a; = a;, e assim, o
elemento neutro a direita serd o elemento da linha fundamental, cuja coluna é igual a coluna

fundamental. Isto é,

e = CLJ'
ay ay
az ag
am Qm

Caso exista um elemento neutro em FE para a operacao *, entdo, os elementos sime-
trizdveis de F sao os elementos x tais que existe um z’ que satisfaz x x 2’ = 2/ * x = e, e assim,
procuramos os a; € a; em I tais que a; * a; e a; * a; sejam iguais a e, isto é, a;; = a;; = e, ou

ainda, o elemento neutro aparece nas linhas e colunas de a; e a; em posicoes simétricas, com



1.7. Operacgoes 41

relacdo a diagonal principal. Na tabua, temos

* al c a; -ccoaj e am
ap | ai atq aiyj aim
a; ajl - ce e

a; 7 1 (&

Qm | Gm1 Umm

Finalmente os elementos regulares também podem ser localizados na tabua. O elemento
a é um elemento regular a esquerda se a *xx = a*y implicar que x = y, para quaisquer x,y € F.
Equivalentemente, se x # y devemos ter a * © # a * y. Isto significa que os diferentes elementos
a; quando operados com a resultam em elementos distintos também, e assim, procuramos na

tdbua qualquer elemento a que encabeca uma linha constituida de elementos todos distintos

‘ al a2 o am

a|ag, Qg, -+ G

m

sendo que ag, # ag; se 1 <1 # j < m. O elemento a serd o elemento regular a esquerda para
a operagao de E. Analogamente, o elemento regular a direita serd o elemento a cuja coluna é

constituida de elementos todos distintos, isto é,

a
ai Ak,
a2 ey
(0779 ak,.

desde que ay, # ax, quando 1 < i # j < m, e neste caso, o elemento a serd dito elemento
regular a direita para a operagao definida em E. Se a linha e a coluna do elemento a forem ao
mesmo tempo constituidas de elementos todos distintos, entao o elemento a é dito simplesmente

elemento regular para a operagao .

Exemplo 1.37. Considere E = {a,b,c,d} com a operagao * dada pela tédbua,

*

Q.0 o Q|
(ST~ N S U S [ <8

_Q O o 2
Q2 Q|
S a0 e

3

entao temos que * é comutativa, pois a tdbua é simétrica com relacao a diagonal principal.

O elemento neutro a direita e a esquerda é b, pois as coluna e a linha encabecadas por b sao
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iguais as coluna e linha fundamental respectivamente. Os elementos simetrizaveis sao b, pois é
o elemento neutro, e os elementos ¢ e d pois o elemento neutro b aparece nas linhas e colunas
de ¢ e d em posicao simétrica. Os elementos regulares sdo b, ¢ e d, pois as linhas e colunas

encabacadas por estes elementos sao constituidas de elementos distintos. |



Capitulo 2
Grupos

Neste capitulo comecamos o estudo das estruturas algébricas, especificamente a que
chamaremos de grupo. Uma estrutura algébrica pode ser entendida como uma (n + 1)-upla
ordenada (C,*1,%*2,...,%,), composta de um conjunto nao vazio C, e n operagoes em C, com
n > 1. Uma estrutura (C, *1, *9, . . ., %, ), é classificada de acordo com a quantidade de operagcoes,

e principalmente, de acordo com as propriedades que estas operagoes possuirem.

Um conjunto G nao vazio, munido de uma operacao *, que satisfaz a lei associativa é
chamado de semigrupo. Um conjunto M nao vazio, munido de uma operacao *, que satisfaz a

lei associativa, e que admite um elemento neutro 0p; € M, é dito um mondide.

A notagao (M, *) denota que M munido da operagao * é um monéide. Em virtude de
considerarmos uma unica operacao em M, o elemento 0y é dito também elemento neutro de
M. Devemos tomar o cuidado de nao confundir o niimero 0 com o elemento 0p; que representa
um elemento qualquer do conjunto M, que satisfaz a condicao m x 03y = 037 xm = m para todo
m € M. Este elemento neutro é comumente identificado pelo simbolo e;s, ou simplesmente e,

quando nao houver possibilidade de confusao.

Se além das duas condigoes da definicao anterior, a operagao * for comutativa, entao

M é dito um mondide comutativo .

Um subconjunto S C M de um mondéide (M, x*), é dito um submondide se ele préprio
for um mondide. De outra forma, se Oy € S, e se S for fechado para a operagao *, isto é,

ax*xb e S para todos a,b € S.

Exemplo 2.1. O conjunto N com a operagao de adicao de niimeros é um mondide. O elemento
neutro é o nimero 0 (0p; = 0). O mesmo conjunto N com a operacao de produto de nimeros
também é um mondide. Neste caso, o elemento neutro é o nimero 1 (0py = 1). Note que a

adicao e a multiplicagdo de niimeros sao operagoes associativas. [ |

Exemplo 2.2. (O mondide das transformagoes de um conjunto .A) Suponha dado um conjunto
nao vazio A. O conjunto 7 (A), das transformagoes f : A — A, com a operac¢ao de composigao de
transformagoes é um mondide, pois a composicao de transformagoes é associativa e 7 (.A) admite
um elemento neutro que ¢ a transformagao identidade f(x) = x para todo x € A. Se o conjunto

A possui pelo menos dois elementos distintos, entao 7 (A) é certamente ndo comutativo. Tente

43
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verificar esta ultima afirmacao. [ ]

Exemplo 2.3. Os conjuntos M = Z,,, com a operagao de multiplicacao de classes de equi-
valéncia médulo m, é um monédide comutativo para qualquer 2 < m € N. De fato, j4 mostramos
que a multiplicacdo é uma operagao associativa e comutativa em Z,,, e o elemento neutro é
Oy =1 ]

2.1 Grupos e subgrupos

Definigao 2.1. Seja G um conjunto nado vazio e * uma operacao em G. Dizemos que G, com a

operagao *, é um grupo se

i) * é associativa, isto é, a * (b* ¢) = (a * b) * ¢ para todos a,b,c € G,

ii) *x admite elemento neutro, isto é, existe eq € G, tal que, a x e¢ = eg * a = a, para todo
a€G,e

iii) todo a € G é simetrizavel, isto é, dado qualquer a € G, existe o’ € G, tal que, a xd’ =

a *xa=egq.

Podemos dizer que G é grupo sobre a operagao *, ou ainda a operagao * define em G
uma estrutura de grupo, uma vez que G s6 torna-se grupo devido as propriedades da operagao *
envolvida. O mesmo conjunto G, pode nao ser um grupo, se considerada alguma outra operacao.
Deste ponto em diante, poderemos algumas vezes afirmar que um conjunto nao vazio GG é um

grupo. Isto significard que existe uma operacao sobre a qual G torna-se um grupo.

E comum usar a notagao na forma de par ordenado (G, x) e a expressao “grupo (G, *)”,

para dizer que o conjunto GG é um grupo com a operagao .

O elemento neutro eg é também denotado por Og, e apesar disto, nem sempre é o
nimero 0. Também usamos simplesmente e ou 0 quando nao houver possibilidade de confusao
com o grupo G envolvido. Usaremos preferencialmente a notagao e pois a notagao 0 pode
causar confusao quando o elemento neutro nao é o nimero 0. Deste ponto em diante, e sempre

representard o elemento neutro para a operacao de um grupo.

Observe que, um conjunto nao vazio com uma operagao associativa é um semigrupo.
Um semigrupo com elemento neutro, é um mondide. Um mondide com todos os elementos

simetrizaveis, é um grupo.

Definigdo 2.2. Dado um grupo (G, ), dizemos que G é grupo abeliano' ou grupo comutativo

se a operacao * for comutativa, isto é, a x b = b * a para todos a,b € G.

A teoria envolvendo os grupos abelianos é muito importante. Alguns autores dedicam
capitulo separado para o estudo dos grupos abelianos. Como veremos adiante, alguns resultados

sobre grupos, serao validos apenas para os grupos abelianos.

10 nome grupo abeliano é devido ao matemdtico noruegués Niels Henrik Abel (Ver A.1).
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Exemplo 2.4. Os conjuntos Z, Q, R e C, com a operagao de adi¢gao de ntimeros, representada
pelo sinal +, sdo grupos. Todos eles sao também abelianos (comutativos). O conjunto N com
esta operacao nao é grupo. Embora + seja associativa e possua elemento neutro, o elemento
neutro é o Unico elemento simetrizavel em N pela operacao +. Consideremos agora os conjuntos
Q*, R* e C*, com a operacao de produto de nimeros, representada por -. Estes conjuntos sao
grupos abelianos. Note que agora o elemento neutro é o nimero 1. Observe que Z* nao é grupo

pois 1 e -1 sdo os tnicos elementos simetrizaveis de Z* para -. |

Exemplo 2.5. O conjunto M = M, x,(R), das matrizes quadradas de ordem n > 2 com
coeficientes reais, com a operacao de adigao usual de matrizes é um grupo abeliano. De fato
a adicao de matrizes é associativa, o elemento neutro e deste conjunto é a matriz nula que

representaremos por 0, e para cada matriz A € M existe a matriz oposta —A € M, que satisfaz
A+ (=A)=0. n

Exemplo 2.6. O conjunto das funcdes F = R® = {f : R — R} com a operacio de soma de
funcoes é um grupo. O elemento neutro e para esta operagao é a funcao identicamente nula
e = 0r = f, onde f(x) = 0 para todo =z € R. E um grupo abeliano. Note que este mesmo
conjunto com a operacao de composicao de fungdes nao é grupo, pois embora a composicao
de fungoes seja associativa e admita elemento neutro (a fungao identidade) nem todo elemento
de F é simetrizavel, isto é, é invertivel. O conjunto das fungoes invertiveis FF = {f : R —
R; f possui inversa} com a operagao de composicao de fungdes é um grupo. O elemento neutro
e = Op deste grupo é a funcao identidade Id(z) = x. Nao é um grupo abeliano, pois em geral

fog#golf. u

Exemplo 2.7. O que vamos apresentar agora ¢ um dos exemplos mais importantes de grupo,
chamado grupo das classes de equivaléncia Z moédulo m. Dado m > 2 um ntimero inteiro, con-
sideremos o conjunto G = Z,, = {0,1,2,...,m — 1}, como construido na se¢ao 1.4. Lembremos
que para cada a € Z temos a = {z € Z; x ~ a}, sendo que = ~ a, se e somente se m|(x — a).
Também como verificado na proposicao 1.33, temos que = ~ a, se e somente se, a = T. Vamos
definir neste conjunto uma operacao e verificar que esta operacao torna este conjunto um grupo.

Para cada @, b € Z,,, definimos a soma @ + b por

a+b=a+0b.

Observe que no primeiro membro temos a soma de duas classes, enquanto no segundo membro
a soma incide sobre os representantes a e b. Uma pergunta natural surge agora. Ja que a nao
¢ 0 Unico elemento que estd na classe @, perguntamos se a soma ainda é a mesma, no sentido
da relacdo de equivaléncia, tomando outro elemento da classe @ (ou da classe b). O que faremos
entao é mostrar que a operacao estd bem definida, isto é, dados a ~ x e b ~ y mostraremos que

G+b=T+7y. Sea~xeb~yentio m|(a—x)em|(b—1y), eassim m|(a —x+b—1y) ou

m|((a+b)— (z+y)) e da defini¢ao da relagao segue que (a+b) ~ (x+y) ou ainda, a + b =z +

<

Entdoa+b=a+b=2+y =T+7, e aoperacio estd bem definida. Agora, dados @,b,¢ € Zy,,

temos
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e também
a+b=a+b=b+a=0b+a,

donde segue a associatividade e a comutatividade de 4+. Procuramos agora um elemento neutro
para +, isto é, desejamos encontrar x € Z, de forma que T € Z,, satisfacaa+T =T +a =a
para todo @ € Z,,. Da igualdade @ + T = @ vem que a+ 2z = @ e da definigdo de relagdo
que m|(a + z — a), ou ainda, m|r. Em outras palavras z é multiplo de m, isto é, x = km
para qualquer k € Z. Mas os elementos da forma km sao pertencentes a classe 0, e portanto
e = 7 = 0. Finalmente vamos mostrar que todo @ € Z,, é simetrizdvel. Dado @ € Z,,
procuramos um elemento x € Z, de forma que T = (a)’, chamado simétrico de @, e que satisfaz
a+7=7+a=-e=0. Desta igualdade, segue que @+ = 0, ou ainda, a + = = 0 e da definicao
de relagao m|(a +  — 0). Em outras palavras, a + = é multiplo de m, isto é, a + © = km para
k € Z, donde segue que x = (—a) + km. Os ntimeros da forma (—a) + km sdo pertencentes a
classe —a ou ainda & classe m — a, ja que (—a) + km = (m — a) + (k — 1)m. Segue que todo
elemento @ € Z,, é simetrizdvel sendo m — a o seu simétrico. Isto posto, os conjuntos Z,, sao

grupos abelianos sob a operagao de soma de classes para qualquer inteiro m > 2. |

Exemplo 2.8. Vamos verificar agora que a operagao de multiplicacdo (de classes de equi-
valéncia) nao torna o conjunto G = Z,, um grupo. Dado m > 2, consideremos em Z,, a

operagao de multiplicacao de classes

que primeiro, precisamos mostrar que estda bem definida. De fato, dados a ~ x e b ~ y, entao
m|(a — x) e m|(b—y), e assim m|(a — )b e m|(b — y)x, donde m|[(a — )b+ (b — y)x]. Isto é,
m|(ab — xb+ bx — yx) ou m|(ab — zy) e da defini¢do da relagao segue que (ab) ~ (xy) ou ainda,

ab = T7.

E fAcil ver (como no caso da adi¢ao) que - é associativa e comutativa. Desejamos agora
obter z € Z, tal que T € Z,, satisfaca @ -T = @ para todo a € Z,,. Desta igualdade, temos que
axr = a e da definigao da relagdo m|(ax — a) ou m|a(z — 1). Mas como @ é arbitrario em Z,,,
nao ha garantias que m divide a, mais ainda, pode ocorrer que mdc(a, m) = 1. Sendo assim,
pedimos que m|(z — 1), ou ainda z ~ 1 o que é equivalente a T = 1. Segue que 1 é o elemento
neutro para a multiplicacao de classes. Apesar disto, 0-Z = 0-z = 0 para qualquer T € Z,,, e
assim 0 nao é simetrizavel em Z,, para a operacao -, ja que nao existe T € Z,, tal que 0-7 = 1.

Portanto Z,, com a operacao de multiplicacdo nao é um grupo.

Contudo, podem existir elementos (ndo nulos) simetrizdveis para a operagao de mul-
tiplicagdo em Z,,. Dado @ € Z,,, queremos investigar em que situagao existe x € Z, de forma
que T € Z,, satisfaca T-a = 1, ou ainda Zza = 1. Mas isto significa que m|(za — 1), ou ainda
que (za — 1) é multiplo de m. Desta forma, existe k € Z tal que (za — 1) = km. Em resumo,
dados a,m € Z, queremos que existam xz, k € Z, tais que za + (—k)m = 1. De acordo com o
corolério 1.9, existem z e k que cumprem esta igualdade se e somente se mdc(a, m) = 1. Desta
forma, dado @ € Z,, temos que @ admite simétrico pela operagao multiplicacao se e somente se
mdc(a, m) = 1, isto é, se e somente se a e m forem primos entre si. Em particular, se m for um
nimero primo entao todo @ € Z,,, com @ # 0, cumpre mdc(a, m) = 1 e portanto, se m é um

nimero primo, todo @ nao nulo é simetrizavel para a multiplicagao de classes em Z,,. Segue que,
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se m > 2 for um nimero primo, Z¥, = {1,2,...,m — 1} é um grupo abeliano sobre a operagao

de multiplicacao de classes. [ ]

Proposicao 2.3. Seja (G, x) um grupo. Entdo,
i) o elemento neutro eq é Unico,
i1) para qualquer a € G, o simétrico a’ € inico, e além disso (a') = a,
iii) para quaisquer a,b € G, (axb) =V xd/,

iv) todo elemento a € G € regular para a operagdo *.

As demonstragoes destes quatro itens ja foram feitas nos Corolarios (1.65) e (1.68) e
nas Proposigdes (1.69) e (1.71). Estamos apenas reescrevendo para evidenciar a sua validade

€m um grupo.

Estamos agora procurando subconjuntos S nao vazios, de um grupo G, de forma que

S seja ele préprio um grupo.

Definicao 2.4. Seja (G, *) um grupo e S um subconjunto nao vazio de G. S é dito um subgrupo
de G, se
i) S é fechado para a operacao *, isto é, a * b € S para todos a,b € S.

i1) (S, *) também é grupo.

E imediato que S1 = {eg} e Sy = G sado subgrupos de G. Sao chamados de subgrupos

triviais de G.

Definigao 2.5. Um subgrupo M de um grupo (G, *) é dito um subgrupo maximal se, M # G
e o unico subgrupo de G que contém M, e é diferente de M, for o préprio G. Isto é, se S é um
subgrupo de G, com M & S C G, entao S = G.

Proposigao 2.6. Seja S um subgrupo de um grupo (G, *). Entdo os elementos neutros de S e

de G sdo os mesmos, e se a € S C G entdo o simétrico de a é o mesmo em S e em G.

Prova. Para a primeira afirmacao, sejam eg e eg os elementos neutros para a operagao * em S
e em G respectivamente. Observemos que eg x eg = eg em 5, e que eg *x eg = eg em G. Desta

forma eg * eg = eg * e e da regularidade de eg € S C G, temos que eg = eg.

Para a segunda afirmacao, dado a € S C G arbitrario, sejam ag e ag os simétricos de

a em S e em G respectivamente. Entao,
as =as*xe=agx*(axag) = (ag*a)*xag =e*ag = ag.

O]

O préximo resultado nos oferece um método mais rapido e bastante seguro para afirmar

quando um subconjunto nao vazio, S C G, é um subgrupo de G.

Teorema 2.7. Seja (G,*) um grupo. Um subconjunto nao vazio S C G é um subgrupo de G,

se e somente se, (a*b') € S para todos a,b € S.
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Prova. Suponha S subgrupo de G. Entao para quaisquer a,b € S, temos também V' € S, e

sendo S fechado para a operagao * segue que a xb' € S.

Reciprocamente, suponha que (a x b') € S para todos a,b € S. Primeiro observamos
que como S herdou a operagao * de G e x é associativa em G, entdo * é também associativa em
S. Como S # (), entdo existe a € S, e por hipdtese (a *a’) € S, isto é, e € S. Entao S possui o
elemento neutro e. Se a € S, entdo como ja sabemos e € S, e por hipdtese, (e x a’) € S, isto é,
a’ € S. Entao todo elemento de S admite simétrico. Dados a,b € S, do passo anterior, b’ € S,
e por hipdtese, (a x (b')) € S, isto é, (axb) € S e entao S é fechado para a operacao *. Segue

que S é também um grupo, e portanto um subgrupo de G. O

Defini¢ao 2.8. Considere um grupo (G,*). Dado um elemento a € G, e um subconjunto

B C @G, definimos o subconjunto a operado com B, denotado por a * B, como sendo
axB={axb; be B}.
Da mesma forma, definimos o subconjunto B * a, dito B operado com a, como sendo

Bxa={bxa; be B}.

Assim, dizer que x € a * B, significa que existe y € B tal que © = a * y, e dizer que
x € B * a significa que existe y € B tal que z = y xa. Se B = () entao a * B = B xa = () para
qualquer elemento a € G, e se a é o elemento neutro de G, entao ax B = Bxa = B. De qualquer

forma, é obrigatério que a * B C G e também B xa C G.

Definigao 2.9. Dado um grupo (G, %), e dois subconjuntos A, B C G. Definimos o subconjunto

A operado com B, denotado por A * B como sendo

AxB=1{axb; paratodos a€ A e b€ B}.

Desta forma, todo elemento z € A * B, é escrito na forma x = a * b para algum a € A
e algum b € B. Note também que se A = () ou B = () entao temos A * B = (). Além disso, se G
for abeliano, entdo A * B = B x A. Um outro fato importante é que se A e B forem subgrupos
do grupo G, entao A x B também sera subgrupo de G e além disso, A C (A* B) C G e também

B C (A% B) C G. Deixaremos a prova destes fatos como exercicio.

2.2 Homomorfismos e isomorfismos

Defini¢ao 2.10. Dados (G, *) e (H,o), dois grupos, uma aplicacdo ¢ : G — H é dita um
homomorfismo de G em H, se

p(axb) = p(a) o p(b),
para todos a,b € G.

Se ¢ for um homomorfismo de um grupo G no mesmo grupo G, entdao p é chamada
de endomorfismo. Se ¢ é um homomorfismo injetor entdo ¢ é chamada de monomorfismo. Se
¢ é homomorfismo sobrejetor, entdo ¢ é dita um epimorfismo. Cuidado para nao confundir
homomorfismo com homeomorfismo. Um homeomorfismo é uma aplicacao continua que admite

inversa também continua.



2.2. Homomorfismos e isomorfismos 49

Definicao 2.11. Uma aplicacao n : G — H é dita um isomorfismo de G em H, se i for um
homomorfismo bijetor. No caso de existir um isomorfismo 7 entre os grupos G e H, entao

dizemos que G e H sao isomorfos, e representamos este fato escrevendo G ~ H.

Um isomorfismo 7 : G — G de um grupo G nele mesmo, é chamado de automorfismo.

Exemplo 2.9. Se (G,x*) e (H,-) sao grupos, entao a aplicacao ¢ : G — H dada por p(x) =

0y = ey para todo x € GG, é um homomorfismo. E chamado de homomorfismo trivial. [ ]

Exemplo 2.10. Sejam G = (R,+) e H = (R ,-) os grupos dos reais aditivos e multiplicativos

respectivamente. A aplicagao definida por

p:G —- H

r = pr)=c¢€"

6 um homomorfismo. De fato p(z + y) = ¢tV = e* - e¥ = ¢(x) - p(y) para todos z,y € R. E

ainda um homomorfismo bijetor. [ ]

Exemplo 2.11. Considerando G = (R x R, +) com a soma induzida pelo produto cartesiano,

e H = (R,+) com a operacao de adi¢ao usual. A aplicagao
n:G — H
(z,y) = nlz,y)=z—y
¢ um homomorfismo, pois
n((z,y) + (z,w)) =n(z+ 2,y +w) =z+2—y—w=n(,y) +nzw),
é sobrejetor, mas nao € injetor. [ ]
Exemplo 2.12. Considerando G = (C*,-) e H = (R*,+) dois grupos, a aplicagao

f:G - H

2 o f(2)=1d

¢ um homomorfismo, pois dados quaisquer z,w € C*, temos que f(z-w) = |z - w| = |z] - Jw| =

f(2) - f(w). Nao é um homomorfismo injetor e nem sobrejetor. [ |

Proposicao 2.12. Sejam ¢ : (G,*) — (H,-) en: (H,-) = (S,®) dois homomorfismos. Entao

a composta n o ¢ é também um homomorfismo entre os grupos (G, ) e (S, ®).

Prova. Sejam z,y € G. Entao

(mop)(x*y)=n(p(*xy)) =ne() - ¢(y))
=n(p(z)) ®nley)) = (nop)(x) ® (nop)(y),

que prova que (1o ¢) é um homomorfismo. O

Coroléario 2.13. A aplicagdo composta de dois isomorfismos é também um isomorfismo.
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Proposicao 2.14. Se ¢ : G — H € um homomorfismo bijetor entre os grupos (G,*) e (H,o),

1

entdo, o= : H — G € também um homomorfismo.

Prova. Sejam x,y € H, entdo como ¢ é sobrejetor, existem a, b € G tais que p(a) = x e p(b) =y,

e consequentemente o~ (z) = a e ¢ !(y) = b. Assim

e N(z-y) =9 pla)op®) = (plaxb) =axb=¢ '(z)x o ' (y),

1

que prova que ¢+ é um homomorfismo. O

Corolario 2.15. A aplicacdo inversa de um isomorfismo € também um isomorfismo.

Proposigao 2.16. Dados dois grupos (G,*) e (H,o), e ¢ : G — H um homomorfismo. Entdao,
i) plec) = em,
i1) p(a’) = (p(a)) para todo a € G.

Prova. Para provar (i), como e € G entao ¢(ec) € H e sendo H um grupo, existe (p(eq)) € H,
de forma que p(eg) o (p(eq))’ = en. Desta forma,

en = ¢(ea) o (vleq)) = vleg * eq) o (plea))’
= (plea) o v(ea)) o (v(ec))
= p(ea) o (pleg) o (¢leg))') = wlea) o en = wleq).

Para mostrar (ii), basta provar que dado a € G tem-se p(a’)op(a) = p(a)op(d’) = ey.

De fato,
p(a) o p(d') = plaxd) = plea) = en,
e também
p(a') o p(a) = p(a' x a) = p(ec) = en.
Desta forma o elemento ¢(a) é simetrizdvel em H sendo ¢(a’) o seu simétrico. Em
outras palavras, (¢(a))’ = p(d’). O

O préximo resultado garante que imagem direta e imagem inversa de subgrupo, por

um homomorfismo, é subgrupo também.

Proposicao 2.17. Sejam (G,*) e (H,o) dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo entre G
e H. Entao,

i) Se S € subgrupo de G, entao p(S) € subgrupo de H.

ii) Se S € subgrupo de H, entdo ¢~ 1(S) € subgrupo de G, onde p~1(S) significa imagem inversa
de S por .

Prova. Para provarmos (7), suponha S um subgrupo de G, entao S é nao vazio, e assim ¢(5) é
nao vazio em H. Além disso, dados x,y € ¢(5), existem a,b € S, tais que x = p(a) e y = ¢(b).
Entao,

zoy =p(a)o (p(b)) =¢a)op) = plaxd),
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e como S é subgrupo, a x b’ € S, decorre que x oy’ = p(axb') € ¢(S), e pela proposigao (2.7),
©(S) é subgrupo de H.

Para provar (ii), suponha S subgrupo de H. Sejam z,y € ¢~ 1(S), entdo p(x) € S e

o(p(y)) = plzxy’)
e entdo p(z*y') € S, donde xxy' € p~1(S), e portanto da proposicao (2.7), ¢~ 1(S) é subgrupo
de G. OJ

©(y) € S, e como S é subgrupo de H, temos que ¢(x)o(p(y)) € S. Mas p(x

Uma consequéncia imediata desta proposicao é que se ¢ : (G, *) — (H,o0) é um homo-

morfismo, entao Im(y) = ¢(G), é um subgrupo de H.

Definigao 2.18. Sejam (G, x*) e (H, o) dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. O nicleo
de ¢, denotado por N(p) ou Ker(y), é o conjunto

Ker(p)={z € G; ¢(x)=-eg},

de todos os elementos de G que sao levados em ey pela aplicagao .

A notacao Ker(yp) vem do termo inglés kernel que significa nicleo. Observe que z €
Ker(yp) se, e somente se, p(x) = ey. Como ja vimos, um homomorfismo ¢ sempre satisfaz
vleq) = em, e entao eg € Ker(p), o que assegura que Ker(yp) é sempre um conjunto nao vazio.
Além disso, se ¢ : G — H é o homomorfismo trivial, isto é, ¢(z) = ey para todo x € G, entao
Ker(y) = G.

Proposigao 2.19. Se ¢ : G — H, é um homomorfismo entre os grupos (G,*) e (H,o), entdo
Ker(p) € um subgrupo de G.

Prova. Uma vez que Ker(p) # (), suponha z,y € Ker(p), isto é, ¢(x) = p(y) = ey. Assim,

/

p(zxy') = p(x)op(y) = () o (p(y)) = er o (en) = em,

o que mostra que (z xy') € Ker(p). Sendo z e y arbitrérios, segue da proposicao (2.7) que
Ker(yp) é subgrupo de G. O

Proposicao 2.20. Sejam (G,*) e (H,o) dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Entao,

@ € injetor, se e somente se Ker(p) = {eg}.

Prova. Suponha ¢ um homomorfismo injetor. Vamos mostrar a dupla inclusao dos conjuntos.
Como ja comentado anteriormente, eq € Ker(p), o que assegura a inclusao {eq} C Ker(p).
Dado agora = € Ker(p) temos, ¢(x) = eg = p(eq), e como ¢ é injetor, temos x = eg e entao
Ker(p) C {eg}.

Suponha agora que Ker(p) = {eg}. Sejam z,y € G tais que ¢(x) = p(y). Entéo
p(xxy') =p(@) o (oY) = o(y) o () = en,
e assim, (z xy') € Ker(yp), mas como Ker(p) = {eg}, devemos ter (z xy') = eq, e entdo
r=xxeg=x*y xy)=(x*xy)xy=eg*xy=vy,

o que prova que ¢ é injetor. O
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2.3 Grupos de translagoes
Nesta secao vamos construir um dos mais importantes exemplos de grupo, chamado de
grupo das translacoes de um grupo G.

Definigao 2.21. Seja (G,*) um grupo e fixemos um elemento a € G. A aplicagao
T,: G — G
r = Ty(z)=axzx
¢é chamada translacao a esquerda determinada pelo elemento a. Da mesma forma a translacao

a direita pelo elemento a, é a aplicagao T,(z) = z * a.

Consideremos o conjunto de todas as translacoes T, de G em G, com a € G, represen-
tado por,
F(G) ={Ts; ac€G},

e chamado de conjunto das translagdes de G. Queremos mostrar que o conjunto F(G) junta-
mente com a composicao de aplicagoes é um grupo. Os proximos resultados tratarao destas
questoes, e para isso, padronizaremos estes resultados usando as translacoes pela esquerda e

apenas comentaremos as adaptacoes necesséarias para o caso das translagoes pela direita.

Proposigao 2.22. Sejam (G, *) um grupo e a,b € G. Entao

i) Ty, =Ty, se e somente se, a = b;
”) To 0Ty = Toups
i11) Se e € G € o elemento neutro de G, entio T, é a aplicagao identidade de G.

Prova. Para provar (i) notemos que D(T,) = G = D(T}) e também Cd(T,) = G = Cd(T).

Assim
T, =T, & To(z) =Ty(x) paratodo ze€G

= axr=bxx paratodo x€G & a="b.

Para a segunda afirmagao, claramente temos que D(T, o Ty) = G = D(Ty4), Cd(T, o
Ty) = G = Cd(Tpwp), € também

(T, oTy)(x) =Ty(Ty(x)) =Ta(bxx) =ax* (bxx) = (a*xb) xx = Tyup(x),

para todo x € G. Segue da definigao de igualdade de aplicagoes que (T, 0 Tp) = Tysp-

Para o ultimo item, designando Idg : G — G a aplicagao identidade de GG, temos que
D(T.) = G = D(Idg), Cd(T.) = G = Cd(Idg) e também

Te(z) =exx =x = Ildg(x),

para todo = € G. Segue da definicao de igualdade de aplicacoes que T, = Idg. O
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Para as translacoes a direita é preciso um ajuste nesta tultima proposicao. Para
trasnlagoes pela direita é valida a igualdade T, o T}, = Tp«q. As demais propriedades nao neces-

sitam de ajustes, sendo validas também para translacoes a direita.

Proposicao 2.23. Para cada elemento a € G a translagdo T, € uma aplica¢do bijetora, e além
disso, (Ty)™' = T,.

Prova. Notemos que a aplicacao T,s : G — G satisfaz

(TooTy)(x) =To(Ty(z)) =To(a xz) =axd xx ==z,

(TyoT,)(x) =Ty (To(z)) =Ty(axz) =d *xaxx =x,

para todo x € G, provando que T, admite inversas pela direita e pela esquerda. Segue do

Teorema 1.56 que T}, é bijetora e além disso (T,)~! = T, O

Este ultimo resultado é vélido na integra para as translagoes a direita. Nenhuma

adequacao é necessaria.

Teorema 2.24. Seja (G, x) um grupo. O conjunto de todas as translagdes pela esquerda defini-

das por elementos de G, F(G) ={T,; a € G}, é um grupo com a composi¢ao de aplicagies.

Prova. Primeiramente notemos que F(G) é um conjunto nao vazio, pois como G é nao vazio,
existe pelo menos um a € G e portanto existe pelo menos uma aplicagao T, definida. Também
segue do item (ii) da Proposigao 2.22 que a composigao é fechada em F(G), isto é, dados
To, Ty € F(G), temos que T, o Ty, = Typup € F(G).

Como ja sabemos, a composicao de aplicagoes é uma operacao associativa. Também
F(G) possui elemento neutro para a composicao de aplicagoes, pois o elemento neutro da com-
posigao de aplicagoes é a aplicacao identidade e Idg = T, € F(G). Dada T, € F(G), sabe-
mos que o elemento que cumpre a definicio de simétrico de T, é a aplicagdo (T,)~! e como
(T,)"! =T, € F(G), entdo T, é simetrizavel sendo (T,)" = (T,) ™' = Ty

Segue que F(G) é grupo com a composigao de aplicagoes. O

Desta forma o conjunto F(G) com a operagao de composicdo de aplicagdes, é um
grupo, chamado de grupo das translagoes de um grupo GG. Tanto o conjunto das translacoes
pela esquerda quanto o conjunto das translagoes pela direita. Fica claro que este grupo nao é

necessariamente abeliano ja que dados Ty, T, € F(G), em geral
(ThoTy)(x) =axbxx#bxaxx = (T,oT,)(x),

para todos x € G, donde em geral T, o T, # Ty o T,. Entretanto, se G for abeliano entao
a*xb = bx*a para todos a,b € G e neste caso teremos (T, o Tp) = (T o Ty,), quaisquer que sejam
Ta, Ty, € F(G)

A respeito deste grupo de translagoes, temos um teorema muito importante, que é

devido a Arthur Cayley?.

2Ver apéndice A.5
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Teorema 2.25 (Teorema de Cayley). Um dado grupo (G,x*) € isomorfo ao grupo das translag¢oes
(a esquerda) (F(G),o0).

Prova. Tomemos a aplicacao

p:G — F(G)
a — ola)=T,

e mostraremos que esta aplicagdo é um isomorfismo. Para cada T, € F(G) escolhemos a € G
e claramente temos p(a) = Ty, o que mostra a sobrejetividade de . Sejam a,b € G, com

v(a) = ¢(b). Isto é T, = Ty, e da proposi¢ao 2.22 temos que a = b, que prova que ¢ é injetora.

Resta mostrar que ¢ é homomorfismo. Dados entao a,b € G, temos da proposicao 2.22

que Ty = Ty o Ty, e segue disto que
p(axb) =Towp =Tao Ty = p(a) o p(b),

o que prova que ¢ é homomorfismo. Portanto ¢ é isomorfismo, e escrevemos G ~ F(G). O

Observe que se consideradas as translagoes a direita entao na demonstracao do teorema

anterior teriamos
p(a*b) = Top =Ty o Ty = p(b) 0 p(a),

e portanto a aplicacdo ¢ definida na 1ltima demonstragdo nao é homomorfismo para as
translagoes a direita (a menos que G fosse comutativo). Isto nao significa que G nao seja
isomorfo ao grupo das translagoes a direita. Significa apenas que esta aplicagdo nao é homo-
morfismo, mas nada impede de existir outra aplicacdo entre estes dois grupos que venha a ser

homomorfismo. De fato, no caso de translagoes pela direita, a aplicacao

p:G — F(G)
a — ¢la)=Ty

é um isomorfismo. A bijetividade seguira de forma convencional e como para as translagoes pela

direita é valida a igualdade Ty o Ty = Tpsq, temos que
plaxb) = Tiaxby = Tys =Ty 0 Ty = ¢(a) o p(b),

e o isomorfismo procurado para o caso das translacoes pela direita.

2.4 Grupos ciclicos

Definigao 2.26. Sejam (G,*) um grupo e a € G. Definimos a n-ésima poténcia inteira de a
dada recursivamente por
eq se n=20
n n—1

a’ = a * se n>0
(@)™ se n <0.
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Exemplo 2.13. Considere (G, *) = (Z7,+) o grupo das classes de equivaléncia médulo 7, com

a operacao usual de adicao. Escolhemos a = 4 € Z7. Entao

]
Exemplo 2.14. Considere o grupo de matrizes M = {A, B,C, D}, onde,
() () () ()
com a operacao usual de produto de matrizes. Considerando o elemento B € M, temos
B3*=B-B-B =B,
B4 =B)=(B)"'=B-B-B-B=A.
|

Exemplo 2.15. Tomamos o grupo F = {f:R—R; f(z) =ax+b, a€R*becR}, coma
composicao de fungoes. Dada g € F a fungio g(z) = 2x — 3, temos que g = gogo g é a funcio
dada por
g*(x) = (g0 g0 g)(x) = g(9(g(x)))
=9(9(2z —3)) = g(2(2z - 3) = 3)
=g(4z —9) =2(4x — 9) — 3 = 8z — 21.

Também a funcio g2 = (¢')? = g ' o g~ ! é a funcdo

Proposicao 2.27. Seja (G, *) um grupo. Entdo para qualquer a € G e quaisquer m,n € Z,

N1

i)a =a,

ii) a" =a" 'xa=ax*a""!,
i11) a™t" = a™ % a",

) a” = (a=") = ()",
,U) a—?’L — (an)/ — (al)n;
vi) (@™)" = a™".

Prova. A demonstracio de (i) é imediata da defini¢io, a' = a” x a = eg * a = a.

Para provar (ii), provaremos primeiro que a” = a" ! % a para todon € Z. Sen =0

temos claramente a~! xa = (a/)! xa = @’ xa = eg = a". A prépria definicio de poténcia ja

contempla o caso n > 0 para esta igualdade. Agora se n < 0 entéo

a" = (d) "= (@) x (@ v a) = () ) xa = (@) ) xa=a" xa



2.4. Grupos ciclicos 56

Agora a igualdade a” = a * a"~! para todo n € Z. Procederemos primeiro por inducio

1 1

sobre n > 0. Para n = 0 temos imediatamente a * a~' = a * (¢/)! = a* a’ = eg = a°. Supondo

a igualdade a” = a * ™! temos que

Para o caso n < 0, temos que,

a"=(a)""=(axd)x () " =ax(d x(a)")=ax*(d)" =axa"".

Para provarmos (iii), supomos m € Z, e usaremos primeiro indugao finita sobre n > 0.

Para n = 0, entao

a"xa’ =am xeq =a™ =am"0,

—+n

Suponha agora que o resultado seja vélido para n, isto é, a™" = o xa". Desta forma,

temos

a™ % a" " = a™ x (" * a)

=(a"*ad")*xa

m+ m+(n+1)

(m+n)+1 _ a )

=ad""xag=a

Supondo agora que m,n € Z, escolhemos p € Z de forma que p > 0 e p+n > 0, e entao

M = @M ke = a™ " x (aP * (aP))
a™ " % aP) * (aP) = a™ TP (aP)

(
= (@™ % a"P) x (aP)" = (a™ * (a" * aP)) x (aP)’
(

a

I
)

a™xa") * (aP x (aP)) = (@™ x a™) x eqg = a™ x a".

Para (iv) provaremos primeiro a igualdade o™ = (a’)™" para todo n € Z. Notemos
que se n = 0 entao a igualdade é trivialmente satisfeita. Se n < 0 entao a prépria definicao de

poténcia jé garante a igualdade. Se n > 0 entao —n < 0 e novamente da defini¢do de poténcia

Para prova a igualdade a" = (a=")" para todo n € Z basta usar o item anterior e ver

que

-n+n _ 0 n

a =eqg=a"" ",

a"xa"=a =a"*xa”

Desta forma temos que o simétrico de a~™ é precisamente a™, isto é, a" = (a™™)'.

’

O item (v) ndo necessita de demonstracdo. E apenas o item anterior reorganizado

substituindo-se n por —n.

Para a demonstragao de (vi), suponhamos primeiro que n > 0 e entao usaremos indugao

finita sobre n. Para n = 0, temos



2.4. Grupos ciclicos 57

Suponha agora o resultado vélido para n, isto é, (a"")"™ = a""". Temos entao,

m(n+1) _ gmntm — gmn m __ (am)n ™ = (am)n-l—l_

a a *a o =

Para finalizar, resta verificar o resultado para n < 0. Neste caso,
(am)n _ ((am)—n)/ _ (am~(—n))/ _ (a—mn)/ _ amn7
o que conclui esta demonstragao. O

Definigao 2.28. Sejam (G, *) um grupo e a € G. O conjunto de todas as poténcias inteiras de

a é denotado por (a). De outra forma,
<CL> = {amv meZ}:{._.’a*37a*27a* ,a,a,a,a",a 7'--}7

ou ainda

(a) ={..., (@, (a®),d eq,a,a?, a, at, ... 1.

Proposicao 2.29. Dado um grupo (G,*) e a € G um elemento fixo, o conjunto (a) é subgrupo

de G. Além disso, (a) € abeliano.

Prova. E claro que (a) # () ja que a € (a). Também, se z,y € (a), entdo z = a™ e y = a” para

algum m,n € Z. E assim,

rxy =a"*(a") =a"xa " =a"",
e como (m—n) € Z temos a™ ™ € (a), isto é, xxy’ € (a) e pela proposicao (2.7), (a) é subgrupo
de G. Além disso, dados z,y € (a) arbitrarios, temos que existem m,n € Z tais que x = a" e

y = a’. Desta forma,

donde (a) é abeliano. O

Defini¢ao 2.30. Um grupo (G, x*) é dito um grupo ciclico, se existir um elemento a € G, tal
que

(a) = G,

e neste caso dizemos que a é o gerador de GG, ou ainda que G é gerado por a.

Observe que é imediato da ultima proposi¢ao que sendo (a) abeliano, entao quando G
é ciclico, da igualdade G = (a) segue que G é abeliano. O reciproco nao é verdadeiro. Existem
grupos que sao abelianos e nao sao ciclicos. Um exemplo disto é o grupo (Q, +), dos nimeros
racionais com a operagao de adi¢do, que como ja mencionado, é abeliano e nao é ciclico (ver

préximo exemplo).

Exemplo 2.16. O conjunto dos numeros inteiros com a operacao adi¢do é um grupo ciclico,
pois
(1y={...,173,172,171,0,1,12,13,1%,.. .}
={..., (-1 (-1 (=D 0,1,12,1%, 14, .. Y = Z.
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Podemos notar que também (—1) = Z. J4 o grupo dos racionais com a operagao de adi¢ao, nao
é ciclico. De fato, podemos mostrar que (z) # Q, para qualquer que seja x € Q, isto é, dado
qualquer ntimero racional x sempre haverd outro ntimero racional que nao é gerado por x. De
fato, dado z € Q*, entao z = “* com m,n € Z*. O nimero 5 nao é gerado por z, um vez que
nao existe k € Z satisfazendo

mo_ 1m kg

m
on 2n n

Exemplo 2.17. Considerando G = {1,—1,4, —i} com a operacao de produto usual de comple-

x0s, observamos que

1 ={1 H={L-1} @ =A{L-1—=i}, (=) ={1,—i -1}
Portanto i e —¢ sdo dois geradores de G, o que garante que G é um grupo ciclico. [ |

Exemplo 2.18. O grupo de matrizes M = {A, B,C, D}, onde

1 1 -1 -1
A I I N e "), p- "),
0 1 0 -1 0 1 0 -1
com a operacao de produto de matrizes nao é ciclico. De fato,
<A>:{A}7 <B>:{A7B}7 <C>:{A7C} e <D>:{A7D}7
ou seja, nenhum dos elementos de M gera todo o conjunto M. [ |

Consideremos um grupo (G, x) com elemento neutro e, e a € G um elemento qualquer

de G. Ja sabemos que a

k

= e. Entao, pode ocorrer que:
i) a” = e somente para k = 0, ou

k — e para algum outro k € Z com k # 0.

ii) a
Se (i) ocorre, isto é,

a¥ = ¢ seesomentese k= 0,

entao dizemos que a tem periodo zero, ou ordem zero, e escrevemos o(a) = 0. Neste caso, (a)

serd um grupo ciclico infinito. De fato, considerando a aplicacao

v:7Z — (a)

m — @(m)=a"

temos que, para todo y € (a), y = a* para algum k € Z, e portanto escolhemos z = k € Z
de forma que ¢(x) = @(k) = a¥ = y, e assim, ¢ é sobrejetora. Sejam m,n € Z tais que

)
w(m) = p(n), isto é, a™ = a". Entao

Mas @™~ "™ = e significa que m —n = 0, e assim, m = n o que mostra que ¢ é injetora, e
portanto bijetora. Assim, a cada k distinto em Z corresponde um a* distinto em (a). Escrevemos

entao,
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e concluimos que, se a tem ordem 0, entdo (a) é um grupo ciclico infinito. Além disso, para

quaisquer m,n € Z,

m-+n

e(m+n)=a =a"*xa" = p(m) * o(n),

que prova que ¢ é homomorfismo. Segue que ¢ é isomorfismo e entao (a) ~ Z. Note que neste
caso G ¢ também infinito ja que (a) C G.

k

Suponha agora que (ii) acontece, isto é, a® = e para algum outro 0 # k € Z. Entao

é facil ver que existirao infinitos inteiros satisfazendo esta condicao. Pelo menos os multiplos

inteiros de k satisfazem esta condicao. Dentre estes multiplos de k, estao os multiplos positivos.

k

Ao menor numero inteiro positivo k tal que a® = e chamaremos de periodo, ou ordem, de a, e

representaremos por o(a) = k.

Neste caso, (a) serd um grupo ciclico finito, com exatamente k elementos. Mostrare-

3

mos primeiro que {e,a,a? a ,...,ak_l} tem exatamente k elementos distintos. Suponha (por

absurdo) que existam dois destes elementos iguais, isto é, existem 0 < n < m < k tais que

a™ = a". Entao

a" " =a"*xa " =a"*xa " = e,

e isto é uma contradicao pois 0 < m —n < k e k deveria ser o menor niimero inteiro positivo

satisfazendo a* = e. Desta forma, {e,a,a% a3, ... ,akil} possui k elementos distintos.
Mostraremos agora que (a) = {e,a,a®,a3,...,a*1}. Como (a) = {a™;m € Z} entdo é
imediato que {e,a,a®, a%,...,a* '} C (a). Para a segunda inclusio, seja = € (a), entdo z = a™

para algum m € Z. Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem tnicos ¢,r € Z tais que
m =kq+1r com 0 <r < k. Entao,

T

r=am=d"""" = (*)xad" =elxa" =a",

m 3

ecomo 0 < r < kentdio x = a™ = a" € {e,a,a% a ,...,akil} o que completa a segunda

inclusao, mostrando que
_ 2 3 k—1
(a) ={e,a,a%,a°,...,a" " }.

Do exposto acima, lembremos que, a ordem de um elemento a € GG, é o menor nimero

k

inteiro positivo k tal que a” = e. Caso nao exista tal inteiro positivo, entao dizemos que a ordem

de a é zero. Em qualquer caso, temos que a°® = e.

Da mesma forma que o subgrupo (a) = {a™; m € Z} foi obtido tomando-se as poténcias

de um tnico elemento a € G, podemos construir subgrupos a partir de uma colecao de k

elementos de um grupo (G, ). Dado L = {aj,as,...,ar} C G, o conjunto gerado pelos elementos
a;, é denotado por (L) = (a1, as,...,ax) e determinado por
(L) = (a1, a2,...,a;) = {a]" xay? xa5® «---xa,*; mi,ma,...,my € L}.

O conjunto acima, gerado pelos elementos a;, com 1 < i < k, é um subgrupo de G. A

prova deste fato é deixada como exercicio.
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2.5 Classes laterais e o Teorema de Lagrange

Definigao 2.31. Dado um grupo G, definimos a ordem de G, denotada por o(G) ou |G|, como

sendo o nuimero de elementos de G. Se G ¢ infinito, dizemos que a ordem de G ¢ infinita.

Note que se (a) for um grupo finito, entao o({a)) = o(a).

Defini¢ao 2.32. Seja H um subgrupo de um grupo (G, x). Dado a € G, definimos a classe

lateral a esquerda de a moédulo H, como sendo o subconjunto de G,
axH ={axh; paratodo he H}.
Analogamente, a classe lateral a direita de @ médulo H, é o conjunto

Hxa={hxa; paratodo he H}.

Se G for um grupo abeliano entao a classe a direita de a médulo H, coincide com
a classe a esquerda de a mdédulo H. Além disso deve ficar claro que qualquer classe lateral
a* H ou H % a nao é necessariamente um subgrupo de G, mas ainda assim, é um conjunto
obrigatoriamente nao vazio. De fato, se e € G é o elemento neutro de G entao e € H e portanto

a=a*xe€axH etambéma=ce¢*xa € H *a.

Estabeleceremos agora alguns resultados sobre as classes laterais, e para nao sermos
repetitivos, enunciaremos estes resultados apenas para classes laterais a esquerda. Mas ocorre
também a validade destes resultados para as classes laterais a direita, com pequenos ajustes em

alguns casos.

Proposicao 2.33. Se H € subgrupo de (G,*) e a e b sdo elementos de G, entdo ax H =bx H

se e somente sea’ xb € H.

Prova. Suponha a* H = b+ H. Sabemos que b € bx H e entdao, b € a*x H, isto é, b = ax h para
algum h € H. Assim, (a’ xb) =h € H.

Reciprocamente, suponha (a’ xb) € H. Mostraremos que a * H = b* H, mostrando a
dupla inclusao dos conjuntos. Tomemos x € a *x H, entdo x = a * h para algum h € H. Assim
z=axh=0bx (b xaxh)ecomo (a/ *b) € H entao (a’ xb) xh € H ou ainda (V) xaxh) € H o
que prova que x =bx (' xaxh) € bx H.

Suponha agora x € bx H. Temos que x = bxk com k € H. Entao z = a * (a/ xbx k)
e como (a' xb) € H entdo (a' *bxh) € H, donde x = a* (a’ *bx h) € ax H, o que termina a

demonstragao. 0

Para classes laterais pela direita médulo H, podemos provar que H xa = H x b se e

somente se (axb’') € H. Nao faremos esta demonstragao porque é andloga & proposigao anterior.

Definicao 2.34. Para um grupo (G, x) qualquer e um subgrupo H de G, a quantidade de classes
laterais & esquerda distintas em G médulo H, é representada por (G : H) e chamada de indice
de G em H.
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Exemplo 2.19. Considerando o grupo G = {1,—1,i,—i} com a operagao de produto de

complexos, e o subgrupo H = {1, —1}, temos

1-H=1-{1,-1}={1,-1} = H,
(=1)-H=(-1)-{1, -1} ={-1,1} = H,
i-H=1i-{1,-1} = {i,—i},
(—i)-H = (—i)-{1,-1} = {—4,i} =i- H,

temos portanto duas classes laterais distintas e assim, (G : H) = 2. ]

Exemplo 2.20. Dado o grupo G = Z¢ = {0,1,2,3,4,5} com a operacao de soma de classes de

equivaléncia, e o subgrupo H = {0, 3}. Entao

[SV]]

0+ H=0+1{0,3}
1+ H=1+1{0,3}

{0,
{

}=4,
}

|
|

)

24+ H=2+1{0,3} ={2,5},
34+ H=3+{0,3) = {3,0) = H,
4+ H=4+{0,3} ={4,1} =1+ H,
5+H=5+{0,3} ={5,2} =2+ H,
temos portanto trés classes laterais distintas e assim, (G : H) = 3. |

Exemplo 2.21. Consideremos o grupo (Z,+) e fixemos m € Z com m > 2. Tomemos o

subgrupo
H=(m)={...,—5m,—4m,—3m, —2m, —m, 0, m,2m,3m,4m,5m, ... }.

Queremos determinar as classes laterais a + H para todos a € Z. Embora o conjunto Z seja
infinito, vamos mostrar que existem apenas m classes laterais distintas e dado qualquer a € Z, a
classe lateral a + H recai em alguma destas m classes laterais distintas. De fato, dado qualquer
a € Z, do algortimo da divisdo de Euclides, existem ¢,r € Z (unicamente determinados) de

forma que a = gm + r com 0 < r < m. Nestes termos
d+r=—-a+r=(—¢m-r+r=(—qmeH,

e da Proposicao 2.33 segue que a + H = r + H. Isto significa que dado qualquer inteiro a a
classe lateral a + H coincide com a classe lateral do resto da divisao de a por m. Como existem
m restos possiveis para a divisdo de um inteiro por m, segue que existem m classes laterais

distintas, e sao elas

0O+H=H, 1+H, 2+4+4H, 3+H, ..., (m—1)+H.

Exemplo 2.22. Consideremos o conjunto de matrizes, M = {A, B,C, D}, onde

A:lO,leo,C:_lo,D:_lo,
0 1 0 -1 0 1 0 -1
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com a operagao de produto de matrizes, e H = {A, C}. Temos,

A-H={A-AA-C}={A,C} =H,
B-H={B-A B -C}={B,D},
C-H={C-AC -C}={C A} =H,
D-H={D-AD Cy={D,B}=DB %,

e assim temos duas classes laterais distintas, isto é, (M : H) = 2. ]

Proposicao 2.35. Seja H subgrupo do grupo (G, ). A uniao de todas as classes laterais mddulo
H em G, € igual a G, isto €,
U axH=G.

aceG

Prova. Como H C G e GG é fechado para a operacao *, entao ax H C G para cada a € G. Assim

Ua*HCG.

aeG

Para a inclusao contréria, seja x € G. Como ja comentado anteriormente z € x x H e entao

r=€xxHC Ua*H,
acG

concluindo esta demonstragao. O

Proposicao 2.36. Se ax H e b+ H sdo duas classes laterais mddulo H em (G, *) entdo, ou
axHNbxH=0, ouaxH =0bxH.

Prova. As duas igualdades sao claramente exclusivas. Suponha a x H Nb* H # (), entao existe
r€axHNbxH. Logox €axH ex € bx H, e entao existem h,k € H tailsque x =axh e
x =bxk. Sendo assim, bxk =ax*h e entdao hx k' =a’ xb, e como h,k € H temos hx k' € H,

mostrando que a’ * b € H, e pela proposicao 2.33 segue que a* H = b* H. O

Proposicao 2.37. Qualquer classe lateral a x H € equipotente a H, isto €, tem a mesma quan-
tidade de elementos de H.

Prova. E suficiente provar que existe uma aplicacao bijetora entre os conjuntos a * H e H.

Consideremos entao

f+H — axH
h — f(h)=axh.

Tomemos y € a x H. Entao y = a * k para algum k € H. Basta tomar z = k € H para termos
f(z) = f(k) = a*xk = y, provando a sobrejetividade de f. Tomemos agora z,y € H com
f(z) = f(y). Temos entdo a * x = a * y e da regularidade do elemento a € G, temos z = y,
provando a injetividade de f. Segue que f é bijetora, isto é, os conjuntos possuem a mesma

quantidade de elementos. ]

Teorema 2.38 (Teorema de Lagrange). Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G, entdao
o(H)|o(G) e além disso
o(G) =0(H)(G: H).
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Prova. Como (G, x*) é finito, entdo G possui uma quantidade finita de elementos. Seja m a

quantidade de elementos de m, isto é, o(G) = m e podemos escrever G = {a1,ag,as,...,amn}.

De acordo com a proposicao 2.35, G € igual a uniao de todas as classes laterais médulo
H, isto é,
G = U(a*H):(a1*H)U(a2*H)U(a3*H)U~~U(am*H).
aceqG

Podemos agora descartar as lasses laterais que se repetem na uniao de conjuntos do
segundo membro da igualdade acima. Considerando que existem k classes laterais distintas, com

0 < k < m, entao reorganizando os elementos a; € GG, temos que
G=(am*H)U(agxH)U(ag*H)U---U (ar x H),

sendo que agora as classes laterias da uniao do segundo membro sao distintas, isto é, nao possuem

elementos em comum. Observe também que nestes termos (G : H) = k.

Desta forma temos que
o(G)=o0((ar *x H)U (ag* H)U---U (ag x H)),

e como as classes na direita da igualdade nao possuem elementos em comum entre elas, entao
a quantidade de elementos da uniao é a soma das quantidades de elementos de cada uma das
partes. Segue que

o(G)=o0(a1 xH)+o(ag*x H) + --- 4+ o(ay x H).

Além disso, como cada classe tem a mesma quantidade de elementos de H (Proposigao
2.37), entao
o(G)=0o(H)+o(H)+---+o(H),

onde no lado direito existem k parcelas iguais a o(H). Logo o(G) = o(H) - k, ou seja, o(G) =
o(H)(G : H), donde segue ainda que o(H)|o(G). O

Corolério 2.39. Seja G um grupo finito com o(G) = p um nimero primo. Entdao G é ciclico e

seus unicos subgrupos sao os triviais.

Prova. Considere e € G o elemento neutro de G. Suponha H um subgrupo arbitrario de G com
H # {e}. Vamos entao provar que H = (a) = G para algum a € G. Como H # {e} entao
existe a € H C G com a # e. Temos assim que (a) C H C G. J4 sabemos que (a) é subgrupo
ciclico de G e possui pelos menos dois elementos distintos, a e e. Desta forma o((a)) > 2. Pelo
teorema de Lagrange, o(G) = o({a))(G : (a)), isto é, p = 0({a))(G : (a)), e sendo p um nimero

primo, segue que
ol@)=1 ¢ (G:{a)=p ou o({@)=p e (G:{a) =1

Como o({(a)) > 2, temos que necessariamente o((a)) = p. Isto significa que (a) tem p elementos
distintos de G. Entao (a) = G e donde segue que (a) = H = G e além disso, G é ciclico pois (a)

é ciclico. O
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2.6 Subgrupos normais e grupos quocientes

Defini¢ao 2.40. Um subgrupo H de um grupo (G, ) é dito um subgrupo normal de G se as
classes laterais a direita e a esquerda de qualquer elemento a € G médulo H, coincidem, isto é,
se

axH=H xa

para qualquer que seja a € G. Escrevemos H <G, para dizer que H é (subgrupo) normal em G.

Notemos que se o grupo G é abeliano (ou comutativo) entdo qualquer subgrupo H de
G é subgrupo normal. Além disso, independentemente de GG ser abaliano, podemos mostrar que
os subgrupos triviais, H = {eg} e S = G sao sempre normais em G. Um grupo G sera dito um

grupo simples se nao existirem subgrupos normais em G além dos subgrupos triviais.

Exemplo 2.23. Consideremos o conjunto M das matrizes quadradas de ordem 2, com deter-

b
M={<a d); a,b,c,deR,ad—bc#O},
C

que com a operagao de multiplicagdo de matrizes é um grupo. No grupo (M, -) consideremos o

Hz{(m O); ar,ye]R{*}.
0y
a b

Mostraremos que ‘H nao é (em geral) subgrupo normal. Seja A = ) € M uma

minante nao nulo,

subgrupo

c
matriz qualquer. Mostraremos que em geral A - H # H - A. De fato, dada

H:(x())e?-t,

0y

A.H:<a b)(w 0>:<afc by)’
c d 0y cxr dy

Agora, para que A - H pertenca ao conjunto H - A, deverd existir uma matriz K =

temos que

0
<m )G’HdeformaqueA-H:K‘A.Istoé,

0 n
ax by \ [ m 0 a b\ [ am bm
cx dy “\ 0 n c d | en dn )

Mas isto acarretard que ax = am, by = bm, cx = cn e dy = dn para quaisquer a, b, c,d €
R com ad — bc # 0. Note que para que o subgrupo H seja um subgrupo normal, a igualdade
A-H = K - A deve ocorrer para todas as matrizes A € M. Desta forma, obrigatoriamente
teremos m = x = n = y, o que significa que H serd subgrupo normal se e somente se x = y.

Entao em geral H nao é subgrupo normal, mas

N:{<g 2); IeR*},
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é subgrupo normal de M. [ ]
Incluir exemplo quatérnios...

A préxima proposicao nos oferece outro método para determinar se um subgrupo é ou

nao um subgrupo normal.

Proposicao 2.41. Dado um subgrupo H de um grupo (G, x), entao H € subgrupo normal, se e

somente se, ax h*a € H, para quaisquer h € H, ea € G.

Prova. Suponhamos inicialmente que H seja subgrupo normal de G. Dados entdo a € G e
h € H arbitrarios, temos que (axh) € a*x H e como a* H = H *a, entdo (a* h) € H xa. Segue
que a * h = k * a para algum k € H. Desta forma (a x hxa’) = k e como k € H, segue que
(axhx*a') € H.

Reciprocamente, suponha que (a x h x a’) € H para quaisquer a € G e h € H. Mostra-
remos primeiro que ax H C H xa. Seja x € a*x H, entdo x = a x h para algum h € H e entao
x=axh=(axh)*(a xa) = (a*hx*ad)*a, e como por hipStese, (a * h*a’) € H, temos que
x € H % a. Desta forma ax H C H * a.

Para a inclusao contraria, seja x € H xa. Entdo x = h*a para algum h € H. Podemos
assim escrever = a * (a’ * h x a), e a prova estard terminada se (a’ * h *xa) € H. Usando entao
a hipdtese com h € H e a’ € G, temos que (a’' xhx (a’')') € H, e portanto (o' * h*a) € H. Segue

que z =ax* (a’ x h*a) € a* H, mostrando a segunda inclusao e a igualdade desejada. O

Um resultado similar ao da proposicao anterior pode ser estabelecido. Um subgrupo
H de um grupo (G, *) é subgrupo normal, se e somente se, (a’ * h *x a) € H para quaisquer
a € Gehée H. A demonstragao é andloga e entao nao repetiremos isto, mas poderemos utilizar

igualmente as duas variagoes dependendo da conveniéncia.

Se H é subgrupo normal de G entao o conjunto de todas as classes laterais médulo
H em @, indicado por %, ou G/H, é chamado de conjunto quociente de G por H. Podemos

representar este conjunto por

G
E:{Q*H; a€G}={Hx*a;, acGqG},
ou ainda, no caso em que G é finito,
G
E:{al*H,ag*H,...,an*H}.

Nosso intuito agora é dotar o conjunto quociente % de uma operacao, de modo que

esta operacao torne este conjunto um grupo também.

Notemos que os elementos do conjunto % sao precisamente os subconjuntos a x H, e
portanto sao subconjuntos de G. Desta forma, é natural a ideia de considerar no conjunto % a

operagao de subconjuntos de G, definida em (2.9), isto é, se (ax H), (bx H) € %, entao,

(axH)x(bxH)={uxv; wuw€(axH),ve (bxH)}.

A préxima proposicao nos dd um método mais réapido para determinar (a* H) x (b H)

para quaisquer que sejam a,b € G.
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Proposicao 2.42. Se H é um subgrupo normal de (G, *) entao, para quaisquer a,b € G, tem-se
(axH)x(bxH)= (axb)*H.

Prova. Sejam a,b € G arbitrarios. Suponha = € (a* H) x (b* H), entdo x = u * v para algum
u€axHevebxH Masdesta forma, u =a*xhev =0xk, para algum h, k € H. Assim,
x = (a*xh)*(bxk) = (axb)*(V/*h*bxk). Como H é subgrupo normal, usando a Proposi¢ao 2.41
comb € Gehe H, temos que b’ xhxb € H. Como também k € H, segue que (b’ xhxbxk) € H,
donde x = (a*b)* (' xhxbxk) € (axb)* H. Isto prova a inclusao (a*x H)* (bx H) C (axb)x H.

Seja agora x € (axb)* H, entdo x = (a*b) x h para algum h € H. Considerando e € G
o elemento neutro de G, entao x = a* (b*xh) = (axe)* (bxh) € (ax H) = (b* H), pois e € H.
Temos entao que (axb)« H C (a* H) * (b* H), que completa a demonstragao. O

Notemos que a proposicao que acabamos de provar nao sé estabelece um método mais
rapido para determinar (ax H)* (b H), como também prova que a operagao entre classes laterais

médulo H é fechada, ja que como (a xb) € G, entao (axb) * H € %

Proposicao 2.43. A operacdo *, entre classes laterais mdodulo H definida no conjunto %, estd
bem definida.

Prova. Sejam (axH), (bxH), (x+H) e (y*H) de forma que (axH) = (zxH) e (bxH) = (yxH).
Queremos mostrar que (ax H)* (bx H) = (zx H) * (y* H), ou equivalentemente pela proposigao
anterior, que (axb) x H = (z xy) * H. Das igualdades (ax H) = (z*xH) e (bxH) = (y+x H), a
proposigao 2.33 nos garante que (a’ xx) € H e que (b’ xy) € H. Entao

(axb) x(xxy)=bxdsxxy=0xad xzxbxb xy=0x(a xz)xbx(V xy),

e vamos olhar para o tltimo termo desta igualdade. Temos que (a’ * ) € H e sendo H um
subgrupo normal, a proposigdo 2.41 nos garante que (b’ x (o' * x) xb) € H. Como também
(' xy) € H e H é fechado para a operacao *, segue que b’ x (o' xx) xbx* (b’ xy) € H. Segue entao
que (a*b)' * (xxy) € H e novamente da proposigao 2.33 temos que (a*b)* H = (xxy)*x H e a

operacao * entre classes laterais médulo H em G estd bem definida. O

Exemplo 2.24. Considerando G = (Z,+) o conjunto dos inteiros com a operacgao de adi¢ao

usual, e o subgrupo H = 3Z. Como Z é abeliano, o subgrupo H é normal, e as classes laterais

sao
0+H = ={...,-6,-3,0,3,6,9,...} = H,
1+H = ={...,-5,-2,1,4,7,10,...},
24+ H = ={..,-4,-1,2,58/11,...},
3+H = ={...,-3,0,3,6,9,12,...} = H,
44+ H = ={..,-2,1,4,7,10,13,...} =1+ H,

e a partir dai as demais classes se repetem, e temos entao apenas estas trés classes médulo H.

Assim % ={H,1+ H,2+ H}, e podemos construir a tdbua da operagao de adi¢ao em %, que é,
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+ H 1+H 24+ H

H H 1+H 24+ H
1+H |1+H 2+ H H
2+H |2+ H H 1+H

Exemplo 2.25. Considere o grupo G = (Zs,+) e o subgrupo H = {0,4}. Como G é abeliano,

entdao o subgrupo H é normal em G. Também as classes laterais sao:

0+ H=0+{0,4} = {0,4} = H,
1+ H=1+1{0,4} = {1,5},

2+ H=2+1{0,4} = {2,6},

3+ H=3+1{0,4} = {3,7},

4+ H=4+1{0,4} = {4,0} = H,
54+ H=5+{0,4}={51}=1+H,
6+ H=6+1{0,4} = {6,2} =2 + H,
T+H=7+1{0,4}={7,3} =3+ H.

|_|

Temos portanto % ={H,1+ H,2+ H,3 + H}, e a tdbua da operagao em % fica determinada
por

+ H 1+H 2+H 3+H
H H 1+H 2+H 3+H
1+H|1+H 2+H 3+H H
2+H |2+H 3+H H 1+ H
3+H|34+H H 1+H 2+H

Também, (G : H) = 4. [ |
Proposicao 2.44. Se H é um subgrupo normal de G, entdao o conjunto (%, %) com a operagao

entre conjuntos € um grupo, denominado grupo quociente de G por H.

Prova. Mostraremos que a operacao * satisfaz todas as propriedades de grupo. Em primeiro

lugar, é bastante 6bvio que % é um conjunto nao vazio, pois G e H sao nao vazios e entao existe
pelo menos uma classe lateral a x H € % A operacgao * é associativa em % De fato, para

quaisquer a, b, ¢ € G, temos
(axH)x[(bxH)*(cxH)] = (axH)*[(bxc)* H]

(
(a*(b*c))*
(
[

(a* )*)
(a*b)x H| % (C*H):[(a*H)*(b*H)]*(c*H).

Vamos checar a existéncia de elemento neutro no conjunto % Queremos determinar

um elemento z x H € % tal que

(axH)*x(xxH)= (axH)
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para todo (ax H) € % Nestes termos desejamos que (a*x)* H = (a*x H), e da proposigao 2.33
segue que (a*xx) *xa € H, ou ainda, 2’ xa’xa € H, donde 2’/ xe € H. A mesma proposicao 2.33
garante que x x H = eg * H = H, o que nos diz que o elemento neutro procurado é eq x H = H.
Podemos verificar que (eg * H) * (a* H) = (a* H) também e portanto da defini¢ao de elemento

neutro eq g = (eq * H) € % ¢ de fato e elemento neutro para a operacao * no conjunto %

Vamos agora checar que todo elemento ax H € % ¢é simetrizavel. Tomemos x x H € %
tal que (a* H) x (z* H) = eq/pg = eq * H. Desta igualdade, desejamos que (a*z)* H = e * H,
e da proposigao 2.33 temos (a * )’ € H, ou ainda, 2’ * ' € H. Da mesma proposi¢ao 2.33 isto
significa que x * H = o’ * H, e portanto o simétrico de ax H é o’ x H, isto é, (ax H)' = (a' x H).
Temos portanto que a operacao * cumpre os axiomas da definicdo de grupo, sendo portanto o

conjunto % um grupo. O

Proposicao 2.45. Dado um grupo (G,*), entdo qualquer subgrupo normal H de G é nicleo de

algum homomorfismo definido em G.

. G . -
Prova. Consideremos o grupo % e a aplicagao

. G

—

a — n(a)=axH.

Nestas condigOes, temos que para todos a,b € G,
nlaxb)=(axb)* H=(axH)x*(bxH)=n(a)*n(b),

e entdao 7 é um homomorfismo. Mostraremos que Ker(n) = H. Dado x € Ker(n) temos que
xx H = n(r) = eq/g = eq * H. Da proposicao 2.33 segue que (2’ * eg) € He e assim = € H.
Para a segunda inclusdo, dado € H temos que x *x e € H. Da proposicao 2.33 segue que
v+ H =eqx H, eassim, n(z) =z x H =eg+ H = eq/y, donde x € Ker(n). Isto mostra que
Ker(n) = H. O

Proposicao 2.46. Se (G, x) e (S,0) sao dois grupos e ¢ : G — S é um homomorfismo, entdio

Ker(p) € um subgrupo normal de G.

Prova. J4 sabemos da Proposigao (2.19) que Ker(p) é subgrupo de G. Resta mostrar que é
normal. Sejam a € G e h € Ker(p) arbitrarios. Entao ¢(h) = eg o elemento neutro de S, e
assim,

plaxhxa)=p(a)op(h)op(d)=gpla)oeso(p(a)) = es,

e entdo, (a*x hx*a') € Ker(p). Segue da Proposigao 2.41 que Ker(p) < G. O

Como Ker(y) é um subgrupo normal em G, entdo podemos falar em grupo quociente

%«p), e estamos prontos para o principal resultado desta secao.

Teorema 2.47 (Teorema Fundamental do Homomorfismo). Seja ¢ : G — S um homomorfismo

entre dois grupos (G,*) e (S,0). Entao
G

Ker(7) ~ Im(p).
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Prova. Mostraremos que existe um isomorfismo de %((p) em I'm(yp). Consideremos a aplicagao

G
I Ker(p)
ax Ker(p) — f(axKer(p))=p(a).

—  Im(p)

Antes de qualquer coisa, faz-se necessdrio mostrar que esta aplicacao estda bem definida.
Suponha a x Ker(p) = bx Ker(yp) representantes da mesma classe. Entao, da Proposicao (2.33),
temos que (a’ *xb) € Ker(yp) e portanto, p(a’ x b) = eg. Entao (p(a)) o p(b) = eg, ou ainda,
o(a) = p(b), donde f(a* Ker(p)) = f(bx Ker(y)). Segue que f estd bem definida.

Sejam a * Ker(p),b* Ker(p) € %(90) com f(ax Ker(p)) = f(bx Ker(y)), e entao,
(a) = p(b). Segue que

p(a" xb) = (p(a)) 0 p(b) = (p(a)) 0 pla) = es.

Desta forma (a’ * b) € Ker(p), e novamente da Proposigdo (2.33), segue que a * Ker(p) =
bx Ker(yp). Fica mostrada a injetividade de f. Dado agora y € I'm(y) arbitrario, existe a € G
G

tal que p(a) = y. Escolhemos x = a x Ker(p) € Rer(p) © temos

f(x) = plax Ker(p)) = p(a) =y,

que prova a sobrejetividade de f. Sendo assim, f é bijetora.

Resta apenas mostrar que f é homomorfismo. Sejam a * Ker(p),b* Ker(p) € %(@)'

Entao

f((ax Ker(p)) * (b Ker(e))) = f((axb)  Ker(p))
= @laxb) = p(a) o p(b) = flax Ker(p)) o f(bx Ker(p)),

provando que f é homomorfismo, e portanto um isomorfismo. O

Corolério 2.48. Se ¢ : G — S € um homomorfismo sobrejetor entre os grupos (G, *) e (S, 0),

entao

G ~
Ker(p) -

Corolério 2.49. Sejam H e K subgrupos de (G,*) com K < G. Entdio
i) H+ K ¢é subgrupo de G, com K < (H = K).

i) (HNK) <1 H, e além disso % o HI*{K

Prova. Como K <1 G entao a * K = K % a para todo a € G. Segue que
(HxK)={h*K; heHCG}={Kxh; heHCG}=(K=xH).
Seja e o elemento neutro de G. Para provarmos (i), notemos primeiramente que (H x*

K)#0(,poisee€ Heee€ K eentao e € (H x K). Suponha agora =,y € (H * K), entao existem
hi,hs € H e k1,ko € K tais que, x = hy * k1 e y = ho * ky. Assim,

xxy = (hyxk1)* (ho *x ko) = (hy * ky) x (k§ * h) = hy * (k1 % k5) = hb).
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Como (k1 x kb))« hl, € K« H=H x K, existem h € H e k € K de forma que

zxy =hy*((kyxkb)*«hy)=hy*(hxk)=(hyxh)xke HxK.

Segue que z xy € (H % K), e da Proposicao (2.7), (H * K) é subgrupo de G. Além
disso, K = ex K C (H x K). E imediato que K < (H * K), pois como K <G, da Proposicao
2.41 segue que a *x k x a’ € K para todos k € K e a € G e, em particular paraa € H* K C G, a
mesma Proposicao 2.41 garante que K < (H * K).

Para provar (ii), comecamos tomando h € HN K e a € H C G arbitrarios. Como K é
normal em G entao da Proposicao 2.41 temos que a * h * o’ € K. Também, como a,h € H e H
é subgrupo de G, segue que a x h x a’ € H e desta forma, a* h *a’ € H N K. Segue novamente
da Proposicao 2.41 que que H N K < H.

com K < G. Como H N K é subgrupo de G mostraremos que H N K = Ker(n) C H,

para algum homomorfismo 7. Consideremos entao a aplicagao

Hx K

n:H —
h +— n(h)=hx*K.

Dados z,y € H temos,

n(@xy) = (zxy)« K = (zxK)*(yx K) =n(z)*ny),
e entao 1 é um homomorfismo.

Portanto, do teorema fundamental do homomorfismo, temos que

H
Ker(n)

~ Im(n),

sendo que determinaremos ainda Ker(n) e Im(n).

Além disso,
I'm(n) =

Rever este homomorfismo e estas continhas... Notemos que H x K = (H % K) x K, pois sendo K
subgrupo K * K = K eentao H « K = H * (K « K) = (H * K) * K. Além disso,

Hx K

={xxK; Vre H+«xK}=(Hx*xK)«xK=H=x*K,
ecomo Im(n)=n(H)={h*xK; heH}= % Temos também,

Ker(n) = {he€H; n(h)=04pw.x)x}={h€H; hxK=0gxK}
= {heH; (h—0g)eK}={heH; heK}=HnNK.

Desta forma H N K é o nicleo de um homomorfismo, e como Ker(n) é subgrupo normal, segue
que H N K é subgrupo normal de H. Portanto, do teorema fundamental do homomorfismo,

temos que
H H N Hx K

~ 1 isto é ~
Kergp = 1mn), - stoé o~ =
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Exemplo 2.26. Fixado m € Z com m > 2, considere os grupos (Z,+) e (Zy,+). Vamos

% ~ L. Representemos a ~ b se e somente se m|(a—b), a relacao de equivaléncia

médulo m, usada para construir a classes de equivaléncia em Z,,.

mostrar que

Consideremos a aplicagao

Dados z,y € Z, temos

plrt+y)=r+y=T+7= )+ ),

e entao ¢ é um homomorfismo. Segue do teorema fundamental do homomorfismo que

7
Ker(y)

~ Im(p).

Vamos agora determinar Ker(p) e Im(p). Primeiro temos que

Ker(p) ={z €Z; ¢(x) =0}

={x € 0}
={xeZ; z~0}
={reZ m|(z-0)}

={z€Z; w=mk keZ}={mk, keL}=mL

S

Sl

Para ver que Im(yp) = Z,, vamos provar que ¢ ¢é sobrejetora. Dado entao gy € Zy,,
basta tomar x = y € Z. Desta forma, p(z) = T = 7, mostrando a sobrejetividade de ¢ e

portanto I'm(¢) = Z,,. Segue entao que

2.7 Subgrupos de Sylow
Como vimos anteriormente, dado um subgrupo S de um grupo finito G, entao a ordem

de S divide a ordem de G. Uma pergunta natural que surge é dado um grupo finito G e um

divisor k da ordem de G, é possivel encontrar subgrupos de G com ordem k? A resposta é nao.

Como contra-exemplo, consideremos o conjunto E = {1,2,3,4} e o conjunto F de todas
1 2 3 4
142 3)°

4 o128
3 ) 7\ o 43 1)

as permutagoes (aplicagoes) pares de elementos em F, isto é,
1 4 1 2

fl — ( 1 4 ) ) f2 = ( 1 3

1 4 1 2

f4 — ( 3 1 ) ) f5 = ( 4 9

W s W
N
~
Pro
Il
~/

NN N
- W W w
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123 4 123 4 123 4
f7: af8: ) f9: 3

413 2 2 31 4 31 2 4

123 4 1 23 4 1 23 4
f1°_<2143>’ f”_<3412>’ f12_<4321>'

O conjunto de todas estas permutacoes, com a composicao de aplicacoes é um grupo de
ordem 12. Mas nao é possivel extrair dentre estas aplicagoes um subgrupo de ordem 6. De fato,
todos os subgrupos possiveis de F sao {fi1}, {f1, f1}, {f1, fo}, {f1, fie}, {/f1, fo, f3}, {f1, f5s fr)s
{f1, fe, f10}s {f1, fss f11 }, {f1, f1, fo, f12} e F. Ver se nao é possivel mesmo...

Embora tenhamos este exemplo, em algumas situacoes, é possivel garantir que dado
um divisor k£ de o(G) existe um subgrupo de G com ordem k. Os principais resultados a este
respeito sao devidos a Sylow (Ver A.2), e os Teoremas de Sylow sdo agora nosso objetivo. Antes

destes resultados, precisamos de alguns estudos preliminares.
Consideremos entao um grupo (G, ), de ordem finita, e definimos em G a relagao

a~b & a=2a*bxzx paraalgum z€G.

E f4cil ver que esta relacao é uma relacdo de equivaléncia em G. De fato,
i) Para todo a € G tem-se a ~ a, pois Og € G, e a = O * a * 0. Isto significa que
~ ¢ reflexiva.
i1) Dados a,b € G com a ~ b, isto é, a = 2’ *x b * x para algum z € G. Entao temos,
a=1"*bxx eentdo xxax*xxz =b. Segue que b= (z') *a* 2’ sendo que 2’ € G, e desta forma
b ~ a, mostrando que ~ ¢é simétrica.
iii) Sejam a,b,c € G taisque a ~beb~c,isto é, a =2’ xbxx e b=y *xcxy, para

algum z,y € G. Entao,
a=a"%(y xexy)xx = (2" xy)xcx(yxx) = (y*2) *cx (y*2),
e como (y *x) € G segue que a ~ ¢ e a transitividade da rela¢ao ~.

De i), ii) e iii), temos que ~ define entao uma relagao de equivaléncia em G. A classe de
equivaléncia de um elemento a € G, é o conjunto de todos os elementos de G que se relacionam

com a por ~. Tais classes serao denotadas por C, e dadas por,
Co={beG, a~bl={beG; b=2'xaxz paraalgum =z € G},
ou ainda,

becC, < b=212xax*x, paraalgum z¢cG.

E bastante claro que, por se tratar de uma relagao de equivaléncia, temos a € C, para
cada a € G. Também duas classes C, e C} quaisquer, ou sao disjuntas ou sdo iguais. Estes fatos
sao devidos a proposigao (1.34). Além disso, cada classe C, é um subgrupo de G. A prova deste

fato é deixada como exercicio.

O procedimento que acabamos de fazer poderia ser refeito considerando uma relagao

sobre os subgrupos de um grupo finito G. Se .S e H sao dois subgrupos de GG, definimos a relacgao

S~H << S=2a%Hsxz paraalgum x € G.
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Esta relacao também é uma relacao de equivaléncia. E chamada de relacao de con-

jugacao de subgrupos, e dois subgrupos, S e H, serdao ditos subgrupos conjugados. O conjunto
Chg=1{S; S~H}={S; S=d*Hxa, paraalgum ac G},

é a classe de todos os subgrupos de G conjugados de H, que sera chamada de classe de conjugacao

do subgrupo H. Observe que C'g é sempre nao vazio, pois pelos menos teremos H € Cy.

Definigao 2.50. Dado um subgrupo H de um grupo (G, ), definimos a drbita de H determinada
pelo elemento a € G, como sendo o subgrupo O,(H) C G, dado por

O, H)=d*Hxa={d*hxa; heH}

O conjunto C é exatamente o conjunto de todas as érbitas de H em G. A 4rbita
Ou(H) é também chamada de a-érbita de H em G. Quando o elemento a é um elemento que

varia em um subconjunto S C G, temos a S-6rbita de H, que é o conjunto
Os(H)={04(H); acS}={d*H=xa; acS}.

Definicao 2.51. Dado um grupo (G, ), e um elemento a € G, definimos o centro ou centra-

lizador de a, como sendo o subconjunto de G, denotado por Z(a), e dado por
Z(a)={g€G; gxa=axg}
isto é, o conjunto de todos os elementos de G que comutam com a.

Definicao 2.52. Dado um grupo (G,x*), e S um subconjunto nao vazio de G. O centro ou

centralizador de S é o subconjunto denotado por Z(.S) e dado por

Z(S)={9eG;, gxs=sxg, paratodo se&S}.

Note que Z(G) é entao,
Z(G)={9eG; gxx=xxg, paratodo ze G},

isto é, o conjunto de todos os elementos comutativos em G. Observe ainda, que se G é um grupo
abeliano, entdo todos os elementos de G sdo comutativos para a operagao *, isto é, Z(G) = G.
Além disso, se S = {a}, entdo Z(S) = Z(a). E comum também chamar o centralizador de

normalizador, e denoté-lo por N(a) ou N(S5).

Proposicao 2.53. Dado um grupo (G, *) entdo, para qualquer S C G, o centralizador Z(S),

munido da mesma operacao *, é um subgrupo de G.

Prova. Dado entao S C G, mostraremos que Z(S) cumpre os axiomas da defini¢do de grupo.
Notemos primeiramente que Z(S) é nao vazio, pois como s * 0g = Og * s, para todo s € S, e
entao Og € Z(S).

Sejam agora x,y € Z(S), entdo xzxs =sxx e yxs = sy para todos s € S. Entao

para qualquer s € S, temos,

(x*xy)xs=zx(yxs)=xzx(s*xy)=(xxs)xy=(s*x)xy=sx*(x*y),



2.7. Subgrupos de Sylow 74

isto é, (x *xy) € Z(S), mostrando que Z(S) é fechado para a operagao .

Suponha z € Z(S). Temos que para qualquer s € S,
rxs=sxr = s=axsxx = sxz =z xs,

mostrando que z’ € Z(S). Sabendo ainda que * é associativa em G, serd também associativa

em Z(S) C G. Destes fatos, temos que Z(S) é um grupo, e portanto um subgrupo de G. O

Além do que foi feito, é também facil ver que Z(S) é um subgrupo normal de G, pois é
comutativo com os elementos de G. A prova que Z(a) é também um subgrupo de G é deixada

como exercicio, e pode ser analoga ao que acabamos de fazer.
Proposigao 2.54. Dado um subgrupo H de um grupo finito (G, ), entao H <1 Z(H).
Prova. Ver isto... Acho que isto nao procede porque Z(H) <1 G. ]

Proposigao 2.55. Dado um grupo (G, *) entdo temos que
a€Z(G) & C,={a}.

Prova. Suponha a € Z(G). Mostraremos a dupla inclusdo dos conjuntos. Primeiramente, é
obvio que a € C, e entdo {a} C C,. Suponha agora que x € C,, entao existe g € G tal que
a=gxxx*g,ouainda, axg = g*x. Mas como a € Z(G), a comuta com qualquer elemento de
G, entao g xa = g * = e pela lei do cancelamento, a = x donde z € {a}. Fica entao mostrada a

segunda inclusao e a igualdade C, = {a}.

Suponha agora C, = {a}. Para qualquer g € G, como G é fechado para a operagao x,
temos que

¢ xaxgeQq,

isto significa que existe z € G de forma que ¢’ x a * ¢ = x, ou ainda, a = g x x * ¢’, e entao
x € Cf = {a}. Assim, z = a, e devemos ter entdao ¢’ * a x g = a, ou ainda a *x g = g * a para

qualquer g € G. Isto mostra que a € Z(G), que completa a demonstracao. O

Se um grupo G ¢ finito, entdo G = {a;}1<i<n, € como cada elemento a; pertence a

classe de equivaléncia C,,, entao
n

G =|]Ca,.

i=1
Mas como ja provamos, estas classes sao duas a duas iguais ou totalmente distintas. Escolhemos

apenas o conjunto das k classes distintas e entdao temos,
k
G=|JCu=0CoUCuu---UC,,
j=1
e desta forma

k k
o(G)=o Ucaj :O(CalUCazu'“UCak):Zo(Caj)'
j=1



2.7. Subgrupos de Sylow 75

Além disso, sabemos que se C,, = {a;}, entao a; € Z(G) e desta forma, podemos

reescrever a expressao acima, isolando os elementos que pertencem a Z(G), obtendo

oG)= > o(Cu)+ > 0(Cs)=0(Z(@)+ > o0(Ca)

a; €Z(G) a;€Z(G) a; €Z(G)

Nestes termos, o que temos é

Gl =12(@)|+ ) |Gl
*ZZ(G)

que é conhecida como equacao das classes.

Antes da préxima proposicao, lembremos que, (G : Z(a)) é a quantidade de elementos

(classes laterais) do conjunto quociente % Mais ainda, da proposigao (2.33),
zxZ(a)=yxZ(a) & (zxy)€ Z(a).
Proposicao 2.56. Se (G,x*) é um grupo finito e a € G um elemento fizo, entdo
Cal = 0(Ca) = (G : Z(a)).
Prova. Consideremos a aplicagao,

— C,

L)
gxZ(a) — o(gxZ(a)) =g *ax*yg.

A primeira coisa a fazer é mostrar que esta aplicagdo estd bem definida. Suponha
g* Z(a) = h x Z(a) representantes da mesma classe. Entao, (g *x h') € Z(a), e
(gxh)eZa) = (gxh)xa = ax(g*xh) =
Wxa = ¢gxaxgsxh =

W xaxh = ¢gxaxg = ohxZ(a))=e¢(gxZ(a)),

segue que ¢ estd bem definida.

Para mostrar que ¢ é bijetiva, seja y € Cy, entdo a = ¢’ * y * g para algum g € G.

Escolhemos entao x = g x Z(a) € %, e temos,

o) =plgxZ(a)) =g xaxg=g *(gxyxg)xg= (¢ xg) xy= (¢ *xg) =y,

e entdo ¢ é sobrejetiva. Além disso, sejam (g * Z(a)), (h * Z(a)) € Z?a) com (g *x Z(a)) =
o(h* Z(a)). Mas,

plg*Z(a)) =p(h*Z(a)) = ¢*axg=h*axh = hxg*ra=axhxg,

e assim (h * ¢') comuta com a, ou ainda, (h* ¢') € Z(a), donde h * Z(a) = g x Z(a), que prova
a injetividade. Desta forma a aplicagdo ¢ é bijetora, e entdo os conjuntos possuem a mesma
quantidade de elementos, isto é, |Cy| = (G : Z(a)). O
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Com esta proposicao, a equacgao das classes, pode ser reescrita na forma

Gl=12(G)|+ Y (G:Z(x))

27 (G)
Proposicao 2.57. Se G € um p-grupo, entao Z(G) tem pelo menos p elementos.

Prova. Suponha G tal que |G| = p* com p primo, e k € N*. Sabemos que

PP =G = 2@+ ) |G
¢ Z(G)
Para cada um dos elementos x ¢ Z(G), entao temos Cp # {z}, isto é, |Cy| > 1 e da dltima
proposigao, (G : Z(x)) > 1. Também, como

Gl =12 (@)[(G = Z(x)),

entdo (G : Z(x))|o(G). Desta forma, (G : Z(z))|p*F e (G : Z(x)) > 1, logo (G : Z(x)) é um
miltiplo de p para todos « ¢ Z(G), e entdo 3, o7 (G : Z(x)) é multiplo de p. Assim,

1Z2(G) =G| — Y (G: Z(x)),
2€Z(G)

e como os dois termos do segundo membro sao multiplos de p, entao o primeiro membro é
multiplo de p, isto é, |Z(G)| = kp. Além disso, 0¢ € Z(G) e entao |Z(G)| > 1, e entao
necessariamente k # 0, mostrando que k£ > 1 e portanto |Z(G)| tem no minimo p elementos.

O

Lema 2.58. Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo
ICul = (G : Z(H)).

Prova. Vamos considerar a seguinte aplicagao, que mostraremos ser bijetora,

G

Q= Cy

_>
— plax Z(H))=d * H *a.

_ —

Z(
« Z(H
A primeira coisa a fazer é mostrar que se trata de fato de uma aplicagdo bem definida. Suponha

que a*x Z(H) = b* Z(H) sejam representantes da mesma classe. Entao (a x0') € Z(H), e da
definicao de Z(H) temos,

(axb)*H=Hx(axV) = bxHsxb=d*Hxa = ¢b*xH)=yp(axH),

mostrando que ¢ estd bem definida.

Consideremos agora Y € Cy um subgrupo conjugado de H, isto significa que existe

a € G tal que Y = a’ x H * a, e desta forma escolhemos X = ax Z(H) € %, e temos

o(X)=¢laxZ(H))=d *Hx*a=Y,

que mostra a sobrejetividade de .
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Finalmente, suponha ax Z(H),bx Z(H) € %, com p(axZ(H)) = p(bxZ(H)), entao
a«Hxa="0b+Hxb,ouainda, H* (a*xb') = (a*xb')« H e temos entdo (axb') € Z(H) donde
segue que a x Z(H) = bx Z(H), e fica mostrada a injetividade. Desta forma, ¢ é bijetora, e

segue que, os conjuntos envolvidos possuem a mesma quantidade de elementos. Designando por

|Crr| a quantidade de elementos de Cy e por (G : Z(H)) a quantidade de elementos de qu),
temos |Cy| = (G : Z(H)). O

Definigao 2.59. Seja (G, *) um grupo finito. Se a ordem de G for uma poténcia natural de um
numero p primo, isto é, se

|G| =p", paraalgum n €N,
entdao G é dito um p-grupo.

Proposicao 2.60 (Teorema de Cauchy). Se (G,*) € um grupo finito e p é um nimero primo
tal que plo(G), entdo existe a € G com o(a) = p. Consequentemente (a) serd subgrupo de G

com o({a)) = p.

Prova. Usaremos indugao sobre |G|. Se |G| = 2 entao G = {0g,a}, e como plo(G) = 2 é
primo, devemos ter p = 2. Mas também, a?> = Og pois todo elemento de G é regular, donde
o(a) = 2 = p comprovando o resultado para |G| = 2. Suponha agora o resultado véalido para
qualquer grupo de ordem menor que n e que o(G) = n > 2, e p um nimero primo tal que p|o(G).
Consideraremos trés casos:

i) G é ciclico. Entao G = (b) para algum b € G. Como p|o(G), entao

plo(()) = plo(b) = o(b) =p'm,

k—1

onde k > 1. Tomemos a = b ™ € (b), e é claro que

a? = (bpkilm)p = e — gt — pod) —
e se l < p, entdo pP~Iml < p*~Imp = pFm = o(b), e entao, ppt il # 0, donde a! = pptiml =+
0, mostrando que o(a) = p.
i1) G nao ¢ ciclico, mas é abeliano. Seja b # 0g € G. Se plo(b) = o({(b)), entao pelo
item i) existe a € (b) C G com o(a) = p. Se p 1 o(b), entao p { o((b)) e como do Teorema de
Lagrange, |G| = |(b)|(G : (b)), devemos ter que

p|(G¢<b>)ZO(G>:0(G)

(®)

e % ¢ grupo com ordem menor que o(G) = n e portanto pela hipétese de inducao existe um
elemento (g * (b)) # (0g = (b)) € % tal que o(g * (b)) = p. Do algoritmo da divisao, existem
k,r € 7Z tais que

o(g)=kp+r com 0<r<p.

Mas,
(g* ()9 = g°l9) x (b) = 0 * (),

e entao,

Og * () = (g*(b)°9 = (g (b))krt" =
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= (g% (D) x (g (0)" = (06)" (g% (1)) = (9% (b))

e entao (g * (b))" = (0g * (b)). Mas como p = o(g * (b)) deve ser o menor nimero natural nao
nulo tal que (g * (b))? = (O¢ * (b)), e como r < p, entao devemos ter r = 0, donde o(g) = kp e
entao plo(g) = o({g)). Novamente pelo item i) existe a € (g) C G tal que o(a) = p.

i71) G nao é abeliano. Entao Z(G) # G. Se plo(Z(G)) entao como Z(G) é abeliano,
pelo item ii) existe a € Z(G) C G com o(a) = p. Se pto(Z(G)) e sendo G um grupo finito,
entao,

Gl=12@G)+ Y (G 2().
2 Z(G)

Sabendo que plo(G) e pto(Z(G)) entao deve existir b € Z(G) tal que pt (G : Z(b)). Mas como
(Teorema de Lagrange),

G = 1Z2(®)|(G = Z(b)),

entdo plo(Z (b)) < |G|, e da hipdtese de inducao, segue que existe a € Z(b) C G com o(a) = p,

finalizando assim a demonstragao deste teorema. O

Proposicao 2.61 (Primeiro Teorema de Sylow). Se p € um nimero primo e (G, ) € um grupo
finito com |G| = mp*, para algum m # 0,k € N, com mdc(m,p) = 1, entdo existe um subgrupo

S de G com ordem p".

Prova. Usaremos indugao finita sobre a ordem de G. Suponha |G| =1 = 1p°, entdo G tem um
subgrupo {0g} com ordem 1 = p°. Suponha agora que o resultado seja verdadeiro para qualquer
grupo de ordem menor que n, e que |G| =n = mpF. Vamos considerar dois casos:

i) Se plo(Z(G)). Neste caso, do Teorema de Cauchy, o centro Z(G) contém um
elemento a de ordem p. O subgrupo ciclico (a) também tem ordem p, e é normal em G, donde o

grupo quociente % tem ordem % = %. Como p*|n entdo p

pela hipdétese de inducao % tem um subgrupo % de ordem p

que é menor que n. Portanto
k—1

k—l,g
p
, e assim do Teorema de
Lagrange,
k—1 k
|H| = [{a)|(H : {a)) = pp" =p",
que conclui a demonstragao para este caso.

1) Se pfo(Z(@G)). Neste caso, consideremos a equagao das classes de G, que é
mpt =n=|G|=|Z(G)| + Z(G : Z(a)), paratodoa ¢ Z(G).

Mas, pln e p 1 o(Z(G)), entdao p nao divide (G : Z(a)), para algum a € G, com a ¢ Z(G). Do
Teorema de Lagrange,
mp* = |G| = |Z(a)|(G : Z(a)),

mas como p¥|o(G) e p t (G : Z(a)), devemos ter p¥|o(Z(a)) e |Z(a)| < |G|. Pela hipétese de

indugao Z(a) tem um subgrupo de ordem p*, e isto completa a demonstracao. ]

Definigao 2.62. Nas condigoes da proposi¢ao anterior, isto é, p um nimero primo e (G, x) um
grupo com |G| = mp®, para m # 0,k € N e mdc(m,p) = 1, entdo o subgrupo S de G que tem
ordem p* é dito um p-subgrupo de Sylow.

Proposigao 2.63 (Segundo Teorema de Sylow). Se (G, ) € um grupo finito, e S e H sao dois
p-subgrupos de Sylow, entdo existe a € G tal que S = a *x H x d’, isto é, S e H sdo subgrupos

conjugados.
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Prova. Seja S um p-subgrupo de G, onde |G| = mp”, para m # 0,k € N. Consideremos o
conjunto dos subgrupos conjugados de S, dado por,
Cs={d *S*a; acG}.
Entao, da proposigao (2.56), temos
G
Cs|l=(G:Z(9))=|==]-
051 = (6 2(8)) = | |

Como S é um p-subgrupo de Sylow, entdo |S| = p*, e como S

mdc (‘ 72?5)
de Sylow. Mostraremos que H é conjugado a K. Vamos olhar o conjunto C'(K) como um H-

,p) = 1 e portanto mdc(|Csl, p) = 1. Suponhamos agora H um p-subgrupo

conjunto pela conjugagao. Entao, para qualquer L € C(K), seja
Cy(L) ={hLh™ Y, he HY},
a orbita de L. Claramente, Cy(L) C C(K), e

C(K)= |J Cu(L), (disjuntos),
LeC(K)

onde a uniao varia em L um elemento de cada 6rbita (= classe conjugada C(L)). Temos que
|Cp(L)| =indicede HNN(L) em H=p° s>0,

pois H é um p-subgrupo de Sylow. Primeiramente mostramos que p* = 1 se e somente se H = L.

Se H = L entao trivialmente, p® = 1. Reciprocamente
pP’=1=H=HNN(L)=HCN(L)=HL<G e L<HL.

Mas entao
% ~ % = % é um p-subgrupo = HL =1L,
pois L é um p-subgrupo de Sylow. Assim, nossa afirmacao p®* =1 < H = L esta provada. De
(77) e (77) temos
C(K)| = p".
Mas entao (77) implica que no somatdério anterior, pelo menos um termo deve ser igual a 1, e isto
implica, pelo que foi estabelecido no tultimo paragrafo, que H deve ser igual a algum conjugado

L de K provando o teorema. ]

Proposicao 2.64 (Terceiro Teorema de Sylow). O ndmero de p-subgrupos de Sylow do grupo

(G, %) é um divisor

Prova. Como todos os p-subgrupos de Sylow em G, sdo conjugados a K, segue que seu niimero
ny é igual a |C(K)| = \%| Portanto n,, divide |G|. E também claro que existe um, e apenas
um, termo na soma y_ p° que é igual a 1, assim temos de (77), que o nimero de conjugados de
K distintos é
np = 14—2:10S =1+ pk = 1(mod p),
5>0

provando o teorema. O
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2.8 Grupos e subgrupos solaveis

O que apresentaremos nesta secao ¢ de fundamental importancia na teoria de solu-
bilidade de equacoes por radicais. Caso seja esquecido de mensionar alguma vez, os grupos

considerados nesta secao, serao sempre finitos.

Definigao 2.65. Seja (G, *) um grupo finito. Uma sequéncia de subgrupos
{06} =G CGr_1 C---C Gy C Gy CGy=G,
é dita uma série normal para o grupo G, se cada G; é normal (e diferente) em G;_1, isto é, se

{06} =G <QGr_1<--- <Gy <G <Gy =G.

Denotaremos também uma série normal para o grupo finito G da forma (G;)o<i<k, com
k € N*. Notemos que embora G; < G;_1, nao é necessario que cada subgrupo seja normal em
G. Ja que temos G; <1 G;—1, podemos entao associar a esta sequéncia de subgrupos, a sequéncia

de grupos quocientes
Go G Gi—2 Gi—1

G Gy UG Gy

Definicao 2.66. Um grupo G é dito soluvel se cada um dos grupos quocientes

Gi-1
G;’

para qualquer 1 <17 < k,

é um grupo abeliano.

E claro que se G for grupo abeliano, entao os grupos quocientes também serao abelianos,

e entdo G serd soluvel.

Definigao 2.67. Uma série de composicdo para um grupo GG, é uma série normal, sem repeticao,

. Gic1 + . .~ . , o
onde cada grupo quociente le é simples, isto é, nao admite subgrupos além dos triviais. Neste

caso, 0s grupos quocientes serao chamados de fatores da composicao.

Em virtude do corolario (??), podemos dizer que uma série de composigao é uma série
normal onde cada G; é subgrupo normal maximal de G;_;. Um fato importante é que uma série
de composicao para um grupo G nao é necessariamente tinica. Vejamos um exemplo. Tomemos

G = (Z12,+), que é um grupo abeliano. Temos entao,
{0} < {0,6} <{0,3,6,9} <1 Z2,

{0} < {0,4,8} < {0,2,4,6,8,10} < Z12.

. . - . Gic1 7 - .
E claro que cada um dos subgrupos acima sdo abelianos. Cada =5+ ¢ simples, pois em cada
k2
Gy Gial| » , . . . .
caso, a ordem ‘ | = ‘léi‘l' ¢ um numero primo e portanto nao admite subgrupos diferentes
k3 K3

dos triviais (ver coroldrio do Teorema de Lagrange).

Proposicao 2.68. Todo grupo finito G de ordem |G| = p*, com p primo e k € N*, € solivel.
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Prova. Seja G satisfazendo |G| = pF com p primo. Entdo como visto nas proposices (2.53) e
(2.57), Z(G) tem pelo menos p elementos, e é um subgrupo de G. Entao é um subgrupo nao
trivial de G. Colocamos C; = Z(G) e temos que C% é um p-grupo e tem centro nao trivial
também. Colocamos Cy = Z (C%), e da mesma forma C3 = Z (C%), e assim sucessivamente.
Obtemos entao

{0g}CCi1CCCC3C ...

Como G ¢ finito, devemos ter Cs = G para algum s. Entao
{0g}CC1CCaCC3C...Cs =G,
e como os centros sao subgrupos normais, temos
{0} =Co<C1<Cr -+ <101 <Cs =G,
que encerra a demonstragao. ]

Definicao 2.69. Se g, h sao elementos de um grupo G, definimos o comutador de g e h como

sendo o elemento ¢(g, h) € G, dado por ¢(g,h) = ¢’ « h' x g = h.

Observe que gxh = hxg*c(g, h). O comutador é uma medida da falta de comutatividade
entre os elementos g e h. Se G é um grupo abeliano, ou (menos ainda), se g e h sd@o elementos

de G que comutam entre si, entdo o comutador ¢(g, h) é o elemento neutro Og.

Definigao 2.70. Dado um grupo G = {0g, a1, as, ..., a,} finito, definimos o subgrupo derivado,
ou subgrupo comutador de G, como sendo o subconjunto, denotado por G’, gerado por todos os

comutadores c¢(a;, a;) de G. Simbolicamente,

G' = (clai,aj);1 <i,j <n)= Z c(ai,aj)k; a;,a; € G,k € Z

1<i,j<n

De outra forma, o conjunto G’ é o conjunto de todos os elementos da forma (repetigoes
sao permitidas)
c(ar,by) * c(ag, by) * - - - * c(am,by), ai,bj €G.

Observe ainda, que se G ¢é abeliano, entdo como ja comentamos, ¢(a;, b;) = Og para quaisquer
a;,b; € G, e portanto G’ = {0g}. Lembremos também que o subconjunto gerado por uma

colecao de elementos de um grupo G, é um subgrupo de G.

Proposigao 2.71. Se H ¢é subgrupo de um grupo finito G, entio H' <1 G.

Prova. Fager isto ... [
Decorre desta proposicao que como G’ é subgrupo de G, entao G’ <t G. Podemos assim

considerar % um grupo. De forma geral, definimos o subgrupo derivado de ordem k£ > 1,

denotado por G*), dado pela férmula recursiva,

G(k) _ G/, se k= 1,
(GE=DY. se k> 1.
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Desta forma, como G’ < G, garante-se que GV = (GU—D) 4 G0~ para cada 1 < i < k, ou
ainda,
GH aG*D qgk-2 g...96% 9@ <G,

e a proposicao (2.71) garante que G**) < G.

Proposigao 2.72. O grupo % ¢ abeliano e G' estd contido em cada subgrupo normal K tal que

G 4 1o
7 € abeliano.

Prova. Fazer isto ... O

Teorema 2.73. Um grupo finito G € solivel se e somente se GF) = {0¢} para algum k > 1.

Prova. Fazer isto ... O

Teorema 2.74. Seja (G,*) um grupo (finito) solivel. Entao
i) Qualquer subgrupo de G € solivel,
i1) A imagem de um subgrupo solivel por um homomorfismo, € solivel,

ii1) Se H < G e os grupos H e % forem soliveis, entdo G € solivel.

Prova. Fazer isto ... O
Teorema 2.75 (Teorema de Jordan-Hoélder). Seja G um grupo finito e

{06} =G <Gpo1 <9 <Gy G1 <Gy =G
{0¢}=H,<H, 1<---<Hy<<Hy <Hy=G

duas séries de composicao para G. Entao estas séries sao equivalentes, isto €, m = n e existe

uma permutacdo i <> j, tal que

V 1<i<m.

Prova. Usaremos indugao finita sobre a ordem de G. Se |G| = 2 entao a tunica série de com-
posigao que G admite é {0g} <1{0g,a} = G e o teorema é trivialmente satisfeito. Suponha agora
que o resultado seja valido para qualquer grupo finito com ordem menor que |G|, e tomemos

duas séries de composicao para G,

S1=(Gio<icm € S2=(Hj)o<j<n-

Se G1 = Hp entao como a ordem de G; = Hy é menor que a ordem de G, o resultado
Hj,1
H;

~ . ~ i : Gi_
vale para G e entdo m = n e existe uma permutacao de indices tais que 5+ =~
7

também G% ~ H% entdo o resultado fica provado neste caso.

, € Como

Se G1 # Hi entao tomemos K = G1N Hy. Como G1 <G e Hy <G, entao pelo corolario
(??) temos que K = G1 N H; é normal maximal de G; e de H;. Pelo teorema (2.74), temos que

K ¢ soltuvel, e denotemos
{0¢} =K, <9K,_1<---< K, <Ky=K,
a série de composicao de K. Desta forma temos,

Ss {0g} =K, <9K,_1<---<K1<Ky=K<G, <Gy =G,
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542 {Og}IKrQKrflﬂ"'QKl<K0:K<]H1<]H0:G.

Como G1 <G e H1 <G, temos que (G1xH1)<G, e como G1 C (G1*xHy) e também H; C (G1*xHyp)

sao distintos e maximais em G, entao devemos ter (G1 * Hy) = G.

Entao, do teorema (2.49) temos que

H1 Gl*Hl G t bhé Gl Hl*Gl G
=~ = — € tambpem ~ = —
G1NHy G Gl’ Gi1NH; H; Hl’
isto é,
B 6 G G
K =~ Gy K~ H’

e entao as sequéncias S3 e Sy sao equivalentes.

Além disso, da hipétese de indugdo, como G tem ordem menor do que |G|, entao
a sequéncia 57 é equivalente a S3 e também como Hj tem ordem menor que |G|, entdo Sy é

equivalente a Sy, mostrando que S; é equivalente a So, e concluindo esta demonstragao. ]

Usaremos agora o Teorema de Jordan-Holder para mostrar que todo nimero inteiro

maior ou igual a 2, se decompde de forma dnica (a menos de permutagdes) em fatores primos.

Corolério 2.76 (Teorema Fundamental da Aritmética). Se n é um nimero inteiro positivo e

n=pip2..-Pm = q1q2 - . . qn,

com p; e qj primos, entao m = n e existe uma permutacdao i < j, tal que, p; = q; para todo
1 <4< m.

Prova. Fazer isto ... O



Capitulo 3

Anéis

3.1 Anéis e subanéis

Definigao 3.1. Seja A # () um conjunto munido de duas operagoes, * e o. Dizemos que A é
um anel com as operagoes * e o, se (e somente se)

i) * é associativa, isto é, a x (b* c) = (a * b) * ¢ para todos a,b,c € A,

i1) * admite um elemento neutro 04, isto é, a x 04 = 04 * a = a para todo a € A,

ii1) para todo a € A, existe (—a) € A, tal que, a* (—a) = (—a) xa = 04,

iv) * é comutativa, isto é, a * b = b * a para todos a,b € A,

v) o é associativa, isto é, ao (boc) = (aob) o ¢ para todos a,b,c € A,

vi) o é distributiva com relagao a *, isto é, ao (bxc) = (aob)*x(aoc) e (axb)oc=

(aoc)* (boc) para todos a,b,c € A.

Como no caso dos grupos, o fato de A ser um anel é devido as propriedades das duas
operagoes, isto significa que o mesmo conjunto A com outras operacoes pode nao tornar-se anel.
Por este motivo, dizemos que A é um anel sobre as operagoes * e o ou ainda que estas operacoes

definem em A uma estrutura de anel.

E comum usar a representagao na forma de terna ordenada (A, *,0) e a expressao “anel
(A, *,0)” para dizer que o conjunto nao vazio A é um anel com as operagoes * e o. E importante

nao confundir as ternas ordenadas (A, *,0) e (A4, o,x*).

Note que os quatro primeiros axiomas da definigdo nos dizem que dado o anel (A, x, o),
o par (A, x) é grupo abeliano. Nestes termos, o leitor deveria esperar que o elemento neutro e
o elemento simétrico de a € A pela operacao * fosse representados respectivamente por e e a’
como no capitulo anterior. Esta mudanca é necessaria pois estamos trabalhando agora com duas
operagoes. Cada uma delas pode possuir elemento neutro e um dado elemento a € A pode ser
simetrizavel por qualquer uma destas operacoes. Precisamos entao de notagoes diferentes para

designar estes dois elementos neutros e os simétricos de a por * e por o.

Definicao 3.2. Um anel (A,x*,0) é dito um anel comutativo se a operagao o for comutativa,

isto é, aob = boa para todos a,b € A.

Definigao 3.3. Dado um anel (A, *,0), A é dito um anel com unidade se existir um elemento

84
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em A, indicado por 14, tal que 14 0a = aoly = a para todo a € A. Neste caso, o elemento

14 € A, é 0 elemento neutro para a operacao o, denominado unidade do anel A.

Cuidado para nao confundir a unidade de um anel com o ntimero 1. Escrever 14 nao
significa que o ndmero 1 estd no anel A. 14 é apenas um simbolo que representa qualquer

elemento em A que satisfaz 14 0a =aoly = a para todo a € A.

Definicao 3.4. Seja (A, *,0) um anel com unidade 14. Dizemos que a € A é invertivel se a

admite simétrico para a operacao o, isto é, se existe um elemento b € A tal que
aob=boa=14.
Neste caso, o elemento b é comumente denotado por a~! e chamado de inverso de a.

Proposicao 3.5. Se (A,x*,0) é um anel com unidade 14 e a € A é um elemento invertivel,

entao o inverso de a € unico.

Prova. Suponha a € A invertivel e sejam a1, ao € A dois inversos de a € A. Entao, da definigao

de inverso, temos que

aoal =a10a =14, e aoag =asoa=14.

Desta forma,
ap=ajolg=ajo(aoas) =(agoa)oay=140ay = as,

como desejado. O

1 1

E imediato da definicao, se a é invertivel, entao a propria igualdade aoa™ = a 'oa = 14

garante que a~! é também invertivel sendo a o seu inverso. Isto é, (a=')~! = a. Podemos
também verificar que, se a e b sao invertiveis, entao a o b é invertivel sendo o seu inverso

(b~'oa™1). Simbolicamente (a0 b)™! = b~! 0o a~!. Deixamos a prova disto como exercicio.
Proposicao 3.6. Se um anel (A, x,0) possui unidade entao esta unidade € unica.

Prova. Suponha que existam duas unidades no anel (A, %, 0), que representaremos por 1; e 1s.
Como 17 é unidade entdao 11 o 15 = 15. Da mesma forma, sendo 1o uma unidade de A, temos
11 0 19 = 1;. Temos entao

ly=1;01y = 1o,

mostrando que a unidade é unica. O

Exemplo 3.1. Os conjuntos (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,:) e (C,+,-) com as operagoes usuais de
soma e produto de ntiimeros sao anéis. Todos sao comutativos, e todos possuem unidade, sendo
a unidade de Z, Q e R, o ntimero 1, e a unidade de C é (1 + 07). [ |

Exemplo 3.2. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais,

(M, (R),+,+) com a soma e o produto usuais de matrizes, é um anel. Tem unidade

01 - 0

v, ) = In =
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que é a matriz identidade de ordem n. Nao é comutativo. [ ]

Exemplo 3.3. Considere o conjunto das fungoes de R em R, 7 = {f : R — R}, com a soma e

a composicao de fungoes,

(F,4+,0) nao é anel, pois pode-se observar que a composi¢ao de fungdes nao é distributiva com
relacdo a soma de fungoes. Para ser mais preciso, vale a distributividade a direita, e nao vale a

distributividade a esquerda. De fato, dadas f, g e h, em F temos para todo x € R,

((f +9) o h)(@) = (f + 9)(h(x)) = f(h(x)) + g(h(x))
= (foh)(x) +(goh)(x) = ((foh)+ (g0h)(x),

donde (f +g)oh = (foh)+ (goh). No entanto,

(folg+h)(x)=f((g+h)(x)) = f(g9(x)+ h(x))

e em geral, o ultimo membro nao pode ser desmembrado em f(g(z))+ f(h(z)) = (fog)(x)+(fo
h)(x). Nao hé garantias portanto que fo(g+h) = (fog)+ (foh). Entretanto, estas operagoes
definem no conjunto das funcoes lineares £ = {f : R - R; f(x) = az; a € R*} é um anel
com estas operagoes, j& que a linearidade dos elementos de f permitem a distributividade a

esquerda. m
Proposicao 3.7. Seja (A, *,0) um anel. Entdo ao0y4 =04 0a =04, para todo a € A.

Prova. Para qualquer a € A, temos
ao0g4=ao(0g4%x04)=ao004%ao00y,

e da regularidade do elemento a 0 04 temos 04 = a0 04. A igualdade 04 o a = 04, é andloga.
O

Como consequéncia desta tltima proposicao podemos provar que em um anel com
unidade que possui pelo menos dois elementos, sempre temos 14 # 04. De fato, procedendo
contrapositivamente, se 04 = 14 entao para qualquer a € A, temos a = aoly =ao0y =0y
e portanto A = {04}. Também é consequéncia da ultima proposi¢gdo que 04 nao é invertivel,
mesmo que A possua unidade. Isto porque nao hé elemento a € A tal que 04 o a = 14. Nestes
termos, se a é invertivel, devemos obrigatoriamente ter a # 04, e além disso, como a~! é também

invertivel, a=! # 04 também.

Com o intuito de simplificar a notacao a*(—a) vamos definir a operagao diferenga entre

elementos de A.

Definigao 3.8. Se (A, *,0) é um anel, entao para cada a,b € A definimos a diferenca entre a e

b, como sendo o elemento de A, representado por a — b e determinado por a — b = a * (=b).
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Se (A, *,0) é um anel, entao sao validas as seguintes propriedades em A, decorrentes

imediatamente das propriedades de grupos
i) 04 é tnico,
i1) para todo a € A, —a € A é unico,
iii) para todo a € A, —(—a) = a,
iv) para todo a € A, a —a = Oy,

v) para todos a1, as,...,a, € A, tem-se —(a; xag *---*a,) = —a; —ag — -

— Qn,

vi) todo a € A é regular para a operagao *, isto é, se axx = a*xyourxa=y*a

para quaisquer x,y € A, entao r = y.

Estas propriedades nao necessitam de demonstracao pois ja foram todas demonstradas

no capitulo anterior, quando foram enunciadas para os grupos. Apenas citamos aqui para

evidenciar que elas continuam valendo para anéis, sobretudo com a notagao (—a) no lugar de

(a).

Proposicao 3.9. Para quaisquer a, b e ¢ em um anel (A,*,0) tem-se
i) —(aob) =ao(=b)=(—a)ob,
i) (—a)o (=b) =aob,

iii) ao(b—c)=(aob)— (aoc) e também (b—c)oa = (boa)— (coa).

Prova. Para o item (i) temos
(aob) = (a0 (=b) = ao (bx (<b) = a0 04 = Oa,

e também,

(a0 (b))% (aob) = ao ((~b)*b) =a o0, =0y,

e entdo o elemento (ao(—b)) é o simétrico de (aob) para a operagao *, isto é, (ao(—b))

Analogamente
(@aob)x((=a)ob) = (ax(-a))ob=040b=04,

e entao ((—a) ob) é o elemento simétrico de (a o b), isto é, ((—a) ob) = —(aob).

Para provar o item (ii), usando o item (4), temos que
(—a)o(=b) = =(ac(=b)) = =(=(acb)) = (ach).

Para mostrar (iii) usaremos novamente o item (7). Entao

ao(b—c)=ao(bx(—c))=(aob)*(ao(—c))

Também,

e isto encerra a demonstragao.

—(aob).
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No capitulo anterior usamos a notagao a™ para designar um elemento a (de um grupo)
operado consigo mesmo n vezes. Como agora temos duas operagoes envolvidas, precisamos de
duas notagoes diferentes que designarao um elemento a operado consigo mesmo pela operacao

% e pela operagao o. Iremos manter a notacao a” para a operagao o.

Definicao 3.10. Dados um anel (A4, *,0), e um numero inteiro m, definimos o miltiplo inteiro

ma, do elemento a € A, como sendo o elemento dado por

04, se m=0,
ma =4 (m—1)axa, se 0<m,

(—m)(—a), se m<O.

Definigao 3.11. Dado um anel (A, *,0), e um nimero natural ndo nulo n, definimos a poténcia

natural ndo nula a” do elemento a € A, por

g — a, se n=1,
a" loa, se n>1.

Se o anel possuir unidade 14, entdo definiremos ainda a® = 14 desde que a # 04. Se além disso,
a for invertivel, entao para n € Z com n < 0, definiremos a poténcia inteira negativa de a como

sendo a" = (a~1)7".

A definicao de multiplo envolve apenas a operagao *, que torna o conjunto A um
grupo comutativo. Por este motivo, as propriedades envolvendo esta definicado sao as mesmas
da Proposicao (2.27). Adequando a notagao estabelecida agora, temos que para todo elemento
a do anel A e para quaisquer m,n € Z tem-se:

i) la = a,
1) ma * mb = m(a x b),
ii1) ma * na = (m + n)a,
iv) n(ma) = (mn)a,
que nao necessitam de demonstragao (pois ja foram mostradas). As propriedades envolvendo a

segunda operacao do anel A necessitam de demonstracao.

Proposicao 3.12. Se (A, x,0) € um anel e a,b € A sao dois elementos quaisquer, entdo
m(aob) = (ma)ob=ao(mb),
para todo m € Z.

Prova. Suponha inicialmente m € N* e provaremos que m(a o b) = (ma) o b usando indugao
sobre m. Para m =1,
1(aob)=aob=(la)ob.

Suponhamos agora (por inducao) que a igualdade seja valida para m = k. Entao,
(k+1)(aob) =k(aob)*(aob)

= ((ka) o b) * (a o b)
= (kaxa)ob= ((k+1)a)ob,
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mostrando a validade da igualdade para todo m > 0. Para m = 0 trivialmente
0(aob) =04 =04 0b=(0a)ob.
Finalmente, para m < 0, entao
m(aob) = (=m)(=(aob)) = (=m)((=a)ob) = ((-=m)(=a)) o b= (ma)ob.

Segue que m(a o b) = (ma) o b para todo m € Z. A igualdade m(a ob) = a o (mb) é provada de

maneira ansloga. O

Proposicao 3.13. Para todo elemento a de um anel (A, x,0), tem-se

1

n—loa:aoan—,

i) a"=a

m+n

’I’L:a ,

it) a™oa
ig) (™) =a™",

para quaisquer m,n € N*.

Prova. Nos dois casos usaremos indugao sobre n para qualquer m € N*. Para o item (i), suponha

n = 1, entao temos diretamente da definicdo que

1

m+1:a(m+1)—loa:amoa:amoa'

a

Suponha agora, o resultado valido para k. Entao,

amoak—l—l:amo(akoa)

:(amoak)oa

m—+k

—a oq— a(m+k)+l _ CLm+(l€+1)’

e assim o resultado vale para todo n € N*. Para o item (i7), se n = 1, entdo o resultado é
trivialmente satisfeito, pois

(am)l — g™ = amol
Supondo (por indugao) que o resultado seja valido para n = k, temos entao que,
p p G q ) p q

(am)kJrl — (am)k ogq™ = amk og™ = amk+m — am(kJrl)

)

mostrando o resultado para todo n € N*. ]

No caso em que (4, x,0) é um anel com unidade, podemos definir a poténcia a"; colo-
cando a = 14 para qualquer a € A com a # 04. Definido desta forma a proposicdo anterior
fica valida para m,n € N. A exigéncia de que a # 04 ficard clara no futuro quando definirmos

poténcia negativa.

Ainda nao definimos a poténcia negativa de um elemento porque poténcias negativas,
em geral, sao definidas sobre os simétricos dos elementos. Entao para definirmos adequadamente
poténcias negativas, precisamos que os elementos do anel sejam simetrizaveis para a operacao

o. Para o momento nao temos esta garantia, e portanto, definiremos as poténcias negativas
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mais tarde quando tivermos a garantia de que todos os elementos (ndo nulos) do anel forem

simetrizdveis em relacao a operacao o.

Dado um anel A estamos agora interessados em determinar subconjuntos S C A nao

vazios de forma que S sejam eles préprios anéis.

Definicao 3.14. Seja (A, x,0) um anel. Um subconjunto nao vazio S C A é um subanel de
A, se S é fechado para as operagoes * e o, isto é, para quaisquer a,b € S, temos (a *b) € S e

(aob) € S, e além disso, (S, *,0) também é anel.

Sabemos que em um subanel (subgrupo), o elemento neutro é o mesmo elemento neutro
do anel (grupo). Este fato ndo acontece necessariamente para a unidade. E possivel encontrar

anéis com unidade de forma que os subanéis tenham unidade diferente da unidade do anel.

Definicao 3.15. Sejam A um anel com unidade 14, e S um subanel de A com unidade 1g.

Dizemos que S é subanel unitdrio de A, se 14 = 1g.

Exemplo 3.4. Consideremos o anel A = (Zy X Z4,®,®), onde & e ® sdo as operagoes de soma
e produto induzidas pelo produto cartesiano. E claro que este anel possui elemento unidade
14 = (1,1). Consideremos S = (Z4 x {0}, &, ®), que claramente ¢ um subanel de A. S também
tem unidade 1g = (1,0) # (1,1) = 14, e assim S nao é subanel unitério de A. [ |

Exemplo 3.5. Considere o anel A = (Z, +,-) e o subanel S = {0,5,10,15}. E facil ver que

14 =1 é a unidade de Zsg, e no entanto,

5.0=50=0
5.5=5.-5=25=5
5-10=5-10=50=10
5-15=5-15=75 =15,
o que mostra que a unidade de S é o elemento 5. Assim, 1g =5 # 1 = 14. [ ]

Proposigao 3.16. Sejam (A, *,0) um anel e S # 0 um subconjunto de A. A fim de que S seja

subanel de A € necessdrio e suficiente que
(a—b)eS e (aob)eS, paratodos a,bes,

isto €, S € fechado para as operagdes — e o.

Prova. Se S é subanel de A, entdo S é um anel também, e desta forma, para quaisquer a,b € S,

tem-se (—b) € S e do fechamento de * e o em S, segue que
(ax(=b))=(a—b)€eS e (aob)es.

Suponha agora que para quaisquer a,b € S, tem-se (a — b), (a0 b) € S. Da proposigao (2.7),
o conjunto (S, *) é subgrupo do grupo (A4, x), e como a operacao * é comutativa em A, serd
também em S. Como o é associativa e distributiva em relagdo a * em A, serd também em S, e

desta forma, S é também um anel, e portanto .S é subanel de A. [
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3.2 Anéis de integridade

Vimos na proposi¢ao 3.7 que em um anel (A,*,0) quando a = 04 ou b = 04, entao
temos também aob = 04. O reciproco é que em geral é falso. Em outras palavras, existem anéis

em que aob =04 mesmo para a # 04 e b#£ 04.

Definigao 3.17. Um anel (A, *,0), comutativo com unidade é dito um anel de integridade ou
um dominio de integridade se, e somente se dados quaisquer a,b € A com aob = 04, tem-se

a=04 oub=04k.

Isto significa que no anel A nao h& divisores préprios de zero. Equivalentemente,
poderiamos usar a contrapositiva da implica¢ao acima e dizer que um anel (A4, *,0) é um anel
de integridade se para quaisquer a # 04 e b # 04 tem-se que a o b # 04, e portanto para que
(A, *,0) nao seja anel de integridade, basta encontrar a # 04 e b # 04 de forma que aob = 0y4.

Exemplo 3.6. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-) e (C, %, ), com as operagdes usuais de soma e produto

de nimeros, sao anéis de integridade. [ |

Exemplo 3.7. O conjunto das matrizes diagonais, quadradas de ordem 2,

m=3(2%). sperl,
0 b

com as operacoes de soma e produto de matrizes usuais, é um anel comutativo com unidade.

Entretanto, nao é anel de integridade. De fato, considerando

a_ (a0 e m_[00)
0 0 0 b

temos claramente A # 07 e B # 07 e no entanto
Ap-|@ 0} (00 _ 0 0 O
0 0 0 b 0 0

Exemplo 3.8. O conjunto (Zg, +,) com as operagoes de soma e produto usual nas classes de

equivaléncia moédulo 6 é um anel comutativo e com unidade. Nao é dominio de integridade pois

escolhendoa=2#0eb=3#0temosa-b=2-3=2-3=6=0. [ |

Exemplo 3.9. O conjunto (Zp,+, ), p um ntimero primo, com as operagoes de soma e produto
de classes equivaléncia médulo p é um anel comutativo e com unidade. Mostraremos que é um
dominio (anel) de integridade. Sejam @,b € Z,, tais que @ - b=a-b=0. Para mostrar que pelo
menos um dos elementos @ ou b é igual a 0, vamos supor que um deles nao é 0, e provar que
neste caso obrigatoriamente o outro serd. Suponha entdo que @ # 0. Como ab=a-b = 0 entdo
temos que ab esta relacionado com 0, ou ainda, (ab—0) = ab é miltiplo de p. Equivalentemente
plab. Agora como @ # 0, entao a nao é multiplo de p. Desta forma mdc(a,p) = 1. Como alab, e
mdc(a, p) = 1, entdo segue do lema 1.10 que ap|ab. Agora do item (iv) da proposi¢ao 1.3, temos
que p|b. Equivalentemente, b é multiplo de p. Desta forma, b — 0 é multiplo de p, donde b esta

relacionado com 0, e portanto b = 0. [ |
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Proposicao 3.18. Seja (A, x,0) um anel comutativo com unidade. A € um anel de integridade

se e somente se, todo elemento nao nulo de A € regular para a operacdo o.

Prova. Suponhamos que A seja anel de integridade, e a,b,c € A, tais que aob = a o ¢, com
a # 04. Entao,

ao(b—c)=aob—aoc=04.
Como A é anel de integridade, entao, ou a = 04 ou (b —¢) = 04, e como por hipétese, a # 04

temos que b — ¢ = 04, o que implica em b = c.

Reciprocamente, suponha que todo elemento nao nulo de A é regular para a operacao

o. Sejam a,b € A, satisfazendo a o b = 04, e ainda a # 04. Entao
aob=04=ao00y,

e pela hipétese de regularidade de a, segue que b = 04, o que mostra que A é anel de integridade.

O]

3.3 Homomorfismos e isomorfismos

Consideremos dois anéis A e B. Estamos interessados nas aplicacoes de A em B que

preservam as leis de composicao entre esses dois anéis.

Definicao 3.19. Sejam (A, *,0) e (B, +,-) dois anéis, e ¢ : A — B uma aplicagdo. Dizemos

que ¢ é um homomorfismo entre os anéis A e B, se

plaxb) =p(a) +¢b) e  placb)=p(a)- pb),

para quaisquer a,b € A.

O nicleo de um homomorfismo de anéis, ainda serda denotado por Ker(y) e ainda é
o conjunto dos elementos de A que sao levados no elemento neutro do anel B. Continuaremos

portanto escrevendo Ker(p) = {a € A; p(a) =0p}.

Definicao 3.20. Uma aplicagao ¢ entre os anéis A e B é dita um isomorfismo se ¢ for homo-
morfismo e for uma aplicagao bijetora. Neste caso dizemos que A e B sao anéis isomorfos (ou

simplesmente isomorfos) e escrevemos A ~ B.

Se A e B forem anéis e ¢ : A — B um homomorfismo, entao se ¢ for sobrejetor dizemos
que @ é um epimorfismo. Se @ for injetor, ¢ é dito um monomorfismo. Se A e B forem o mesmo

anel, entao ¢ é chamado de endomorfismo.

Exemplo 3.10. Considerando C e R com as operagoes usuais de soma e produto, a aplicacao
¢ : C — R dada por ¢(z) = |z| ndo é homomorfismo. Embora ¢(z - w) = |z - w| = |z| - |w| =
©(z)-¢(w), para quaisquer complexos z e w, temos p(z+w) = |z+w| < |z|+|w| = p(2) +p(w).

]

Note que algumas vezes a igualdade se verifica, mas nao sempre.

Exemplo 3.11. Seja C com as operagoes usuais de soma e produto de nimeros complexos.

A aplicacao ¢ : C — C dada por ¢(z) = Z, que a cada complexo z associa o seu conjugado, é
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homomorfismo. De fato, para quaisquer complexos z e w, temos ¢(z +w) =z +w =Z+ W =

©(2) + o(w), e também, p(z - w) =Z W =% - = ¢(2) - p(w). E também claro que neste caso,
Ker(y) ={0c = 0+ 0i}. [ |

Exemplo 3.12. Dados dois anéis (A, *,0) e (B, +, ) quaisquer e a aplicagao  : A — B dada por
n(a) = 0p para todo a € A, é claramente um homomorfismo. De fato, para quaisquer a,b € A,
temos n(a*xb) = 0p =0 + 05 = n(a) + n(b), e também, n(aob) = 0 =0g -0 = n(a) - n(b).
Neste caso, n é chamado de homomorfismo nulo, ou homomorfismo trivial. Além disso, temos
Ker(n) = A. [ |

Algumas propriedades dos homomorfismos de grupos continuam valendo para anéis,
principalmente porque em um anel (A, *,0), o par (4, *) ainda é um grupo. Desta forma, as
propriedades que continuam valendo, sao as propriedades a respeito da operacao *. A préxima
proposicao ird apenas reunir estas propriedades, uma vez que ja demonstramos todas elas na
secao (2.2).

Proposicao 3.21. Dados dois anéis (A, *,0) e (B,+,), e ¢ : A — B um homomorfismo entre
A e B, entdo

i) ¢(04) = 0p,

i1) p(—a) = —p(a) para qualquer a € A,

ii1) p(a —b) = p(a) — p(b) para todos a,b € A,

iv) ¢ € injetor, se e somente se, Ker(p) ={04}.

Os resultados que serao enunciados a seguir, envolvem a segunda operagao do anel, e

portanto necessitam de demonstragao.
Proposicao 3.22. Seja ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetor entre os anéis (A,x*,0) e
(B,+,-). Entao,

i) Se A tem unidade, entao B também tem unidade, e mais ainda, 1g = p(14).

i1) Se A possui unidade e a € A é invertivel, entao p(a) € B também serd invertivel,
e mais ainda, (p(a))™ = p(a™1).

iii) Se A é comutativo, entdo B também serd comutativo.

Prova. Suponha 14 a unidade do anel A. Dado y € B arbitrdrio, como ¢ é sobrejetor, existe

x € A tal que p(z) = y. Desta forma

o(1a) -y =p(la) p(x) =p(laox) = ¢(z) =y,

y-o(la) =p(x) e(la) = p(zola) = p(z) =y.
Logo, B possui unidade, e a unidade de B é o elemento ¢(14), isto é, 1 = ¢(14).

Suponha agora A com unidade 14, e a € A invertivel. Entdo existe a=! € A tal que

(aoa~!') =14. Do item anterior B também tem unidade 15 = ¢(14) e assim,

-1

pla™") - pla) = pla" oa) = (1) = 15,

p(a)-ola™') =placa™) =p(la) = 13,
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e da definigdo de elemento invertivel, o elemento ¢(a) € B possui inverso e o seu inverso é

precisamente o elemento ¢(a~1!), isto é, (p(a))~! = p(a™t).

Considere z,y € B arbitrarios. Como ¢ é sobrejetivo, existem a, b € A tais que z = p(a)

e y = ¢(b). Desta forma,

z-y=p(a) o) =plaob)=poa)=pb) pla)=y-z,

mostrando a comutatividade de - em B. O

O item (i) desta tltima proposi¢ao pode ser garantido em anéis de integridade, mesmo
que o homomorfismo nao seja sobrejetor. Mais precisamente, podemos garantir que p(14) = 13,

se A e B forem anéis de integridade, desde que o homomorfismo nao seja 0 homomorfismo nulo.

Proposicao 3.23. Sejam (A,*,0) e (B,+,-) dois anéis com unidade, sendo B um anel de

integridade, e ¢ : A — B um homomorfismo. Entao ¢(14) = 1p ou ¢ € o homomorfismo nulo.

Prova. Como 14014 =14, entao p(lgoly)=¢(1la), e disto temos

©(1a) - (p(1a) = 1p) = (p(1a) - ¢(1a)) — ¢(1a)
=p(laola) —p(la) = p(1a) — ¢(1a) = 0p.

Como B é anel de integridade, segue que ¢(14) = Op ou (p(1l4) — 1) = 0p. Se
(p(la) — 1p) = Op entdo temos p(la) = 1p. Mas se p(l4) = Op, entdo para cada z € A
teremos

p(r) = p(rols) =¢(x) p(la) = ¢(z)-0p = 05,

o que mostra que ¢ é o homomorfismo nulo. Isto posto, ou ¢(14) = 15, ou ¢ é o homomorfismo

nulo. O

Proposicao 3.24. Sejam (A,*,0) e (B,+,-) dois anéis e ¢ um homomorfismo de A em B.
Entao,

i) Se S € subanel de A, o(S) € subanel de B.

ii) Se S € subanel de B, ¢~(S) ¢ subanel de A.

Prova. Suponha primeiramente S subanel de A. Para mostrar que ¢(.S) é subanel, sejam x,y €

©(S), entao existem a,b € S, tais que ¢(a) =z e p(b) = y. Assim,

r—y=¢(a)—pbd) =pla—-b), e x-y=gpa) pb)=plach),

Como S é subanel, entdao (a —b) € S e (aob) € 5, entdao p(a —b) € p(5) e p(aob) € p(9), e
assim, (x —y) € p(S) e (z-y) € p(S), mostrando que p(S) é subanel de B.

Para a segunda parte, suponha S subanel de B. Para mostrar que ¢~ 1(S) é subanel,
sejam x,y € p~1(S) e entdo, p(x) € S e p(y) € S. Como S é subanel, temos que p(x) — ¢(y) =
o(x —y) € S e também () - p(y) = p(zoy) € S. Desta forma (z — y), (zoy) € ¢~ (9),
mostrando que ¢~ 1(S) é subanel de A. O
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3.4 Ideais e anéis quociente

Definigao 3.25. Seja (A, *,0) um anel. Dizemos que um subconjunto nao vazio I C A é um
ideal em A, se (e somente se)
i) (x —y) € I, para todos z,y € I,

ii) xoa € [ eaox € I, para quaisquer x € I e a € A.

Observacgao: As definigoes de ideal em um anel costumam ser diferentes entre os autores.
Alguns autores exigem que o conjunto I seja um subanel de A e portanto a condigao (i) nao é
necesséria, pois ja fica cumprida pelo fato de I ser subanel. Também a condigao (i7) é em alguns
casos separada. Se xoa € [ parax € [ e a € A entdao I é dito ideal a direita em A. Seaox € [
para x € [ e a € A entdo I é dito ideal & esquerda em A. Nestes casos o conjunto I é dito ideal
em A, se for ideal a direita e ideal a esquerda em A. Alguns autores exigem na definicdo que
o anel seja comutativo e neste caso as nocoes de ideal & esquerda, ideal & direita e ideal em A
coincidem. Assim, se A é anel comutativo, a condicao (ii) fica resumida a xoa € I sex € I e
a € A.

Exemplo 3.13. Consideremos A = (Z,+,+) com as operagdes usuais de soma e produto de
inteiros, e m € N um natural fixado com m > 2. O conjunto I = mZ = {mk; k € Z}, formado
pelos multiplos inteiros de m é um ideal de A. De fato, a diferenga entre dois multiplos de
m é multiplo de m, e o produto de um inteiro qualquer com um multiplo de m é multiplo de
m. De outra forma, se x,y € [ e a € Z entdao x = mky; e y = mko para ki,ky € Z. Entao
(x —y) = mki —mka = m(k1 — k) € I ja que (k1 —k2) € Z e ax = a(mky) = m(aky) € I j& que
(akl) € Z. |

Exemplo 3.14. Tomemos o anel A = (Zg,+,-) o com as operagoes usuais de soma e produto
de classes de equivaléncia médulo 6 nos inteiros, e o subconjunto I = {0,3} C A. I é um ideal

de A, como pode ser observado nas tabuas

wl Al

ol Ol O
wl Ol I
ol Ol Nl
w| Ol wl
Sl Ol
wl ol o

Exemplo 3.15. Considere o anel das fun¢oes F = {f : R — R} dotado das operagoes de soma
e produto usual de fungées. O subconjunto I = {f : R — R; f(1) = 0} é um ideal de F, pois se
frg €1l ehe F entao

(f=9)1) = f1)—g(1)=0-0=0, e

(f-m)(1) = FO)-h(1) =0-h(1) =0,

Exemplo 3.16. No anel (Q,+,-) dos racionais, com a soma e o produto usuais, considere o

conjunto dos inteiros Z que é claramente um subanel de Q. Entretanto Z nao ¢é ideal de Q, pois
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embora a diferenca entre inteiros seja inteiro, nao é verdade que o produto de um nimero inteiro

por qualquer outro niimero racional, seja inteiro. [ ]

Observe que em qualquer anel A, os subconjuntos {04} e A s@o ideais em A, chamados

ideais triviais do anel A.

Proposicao 3.26. Dado um anel (A,*,0) e um ideal I de A, entdo I é um subanel de A.

A demonstracao desta proposicao é imediata, pois as defini¢oes de conjunto ideal cum-
prem as condigoes de (3.16). Cuidado com a reciproca, nem todo subanel de A é ideal de A.

Veja o ultimo exemplo acima.

Vamos verificar agora que é possivel construir ideais em um anel comutativo A, a
partir de um conjunto selecionado de elementos deste anel. Seja (A, *,0) um anel comutativo.

Escolhemos um elemento a € A e consideremos o conjunto

[a] ={aoz; paratodo =€ A}.

Afirmamos que o conjunto [a] é um ideal de A. De fato, para quaisquer m,n € [a] e
k€ A, temos m =aox en = aoy para algum z,y € A. Desta formam—n = (aoz)— (aoy) =
a o (x — y) que pertence a [a] pois (x —y) € A. Também, dado qualquer k € A, temos que
mok = (aox)ok = ao (xok) que pertence a [a] pois (x o k) € A. Observe que sendo A

comutativo, (kom) = (mo k) € [a] também.

Segue que [a] é um ideal de A, chamado de ideal gerado por a € A. Observe a exigéncia
de que A seja comutativo. O conjunto [a] é formado por elementos a o z com = € A. Para que
o conjunto [a] seja ideal, deve também ocorrer que z o a € [a]. Isto nem sempre é conseguido e

entao nesta construcao exigimos que o anel seja comutativo para garantir que zoa € [a] também.

De forma geral, escolhendo aq, as,...,a, € A, o conjunto
l[a1,a2,...,an] ={a1 01 *agoxgx---xapowxy; wx; € Aparal <i<n},
é um ideal de A, chamado de ideal gerado pelos elementos a1, as, ..., Gy.

Definigcao 3.27. Se um ideal gerado for gerado por apenas um elemento, dizemos que este ideal
é um ideal principal de A. Um anel de integridade onde todos os ideais sdo principais é chamado

de anel principal, ou dominio de ideais principais.

Proposicao 3.28. O anel de integridade (Z,+,-) é um dominio de ideais principais. De outra

forma, todo ideal de 7, € ideal principal.

Prova. Seja I ideal de Z. Se I = {0} entao nao hd o que mostrar, pois I = {0} = [0]. Se
I # {0}, entao existe um elemento a € I nao nulo, e neste caso, a e —a estdao em I, e um
deles é positivo. Seja n o menor elemento positivo nao nulo de I. Mostraremos entdao que
I =[n]={nz;z2 € Z} = nZ. Seja b € I C Z um elemento arbitrario. Temos entdo que existem
q,r € 7Z tais que

b=gn+r com 0<r<n.

Entdo, r = b — gn, donde r € I pois b,gn € I. Como n é o menor elemento positivo em I
devemos ter r = 0, e assim, b = gn ou seja, b € [n]. Isto mostra que I C [n]. A outra inclusao é

imediata, uma vez que n € I entdo kn € I, e portanto [n] C I. O
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Definicao 3.29. Um ideal I de um anel (A, x*,0) é dito um ideal maximal se, I # A e o tinico
ideal em A que contém I e é diferente de I for o préprio A. Isto é, se J é ideal de A, com
I ¢ JC Aentao J = A.

Nossa ultima proposicao garante que todo ideal de Z é ideal principal. Isto é, se I é
ideal de Z entao obrigatoriamente I = [n| para alguma n € Z com n > 0. O préximo resultado

determina as condigoes para que os ideais de Z sejam ideais maximais.

Proposicao 3.30. Seja I = [p| um ideal de (Z,+,-). Entao I € ideal mazimal de Z, se e

somente se, p € primo.

Prova. Suponha que [p] é ideal maximal de Z. Para provar que p é primo suponha que p = ab.
Podemos supor sem perda de generalidade que a # p e provaremos que obrigatoriamente a = 1.

Consideremos o ideal [a]. Entao temos que
pl ={pn; neZ}={abn; neZ}Clal

Como também temos que a # p entdo 0 < a < p e portanto a ¢ [p]. Segue que [p] & [a] C Z,
e sendo [p| ideal maximal, segue que [a] = Z. Entdo 1 € [a] e assim existe z € Z de forma que
1 = az. Esta igualdade s6 é satisfeita no conjunto dos nimeros inteiros colocando a =z =1, e
portanto

[a] =[1]={1-n; neZ}=7Z7.

Suponha agora que p é primo e provaremos que [p] é ieal maximal. Para isto, seja J
um ideal de Z de forma que [p] & J C Z. Entao J = [n] para algum n € Z com n > 0. Como
p € [p] entao p € J = [n] e portanto p = na para algum a € Z. Mas como p é primo, entdao n = 1
ou n = p. Claramente ndo pode ocorrer que n = p pois caso contrario teriamos [p] = [n] = J

contrariando a hipdtese. Resta que n =1 e desta forma
J=nl=[1]={1n; neZ} =27,
provando que [p] é maximal. O
Definicao 3.31. Seja I um ideal de um anel (A, *,0). Dizemos que I é ideal primo se, I # A e,
aobel = a€l ou bel.

Proposigao 3.32. Seja (A, *,0) um anel comutativo com unidade. Todo ideal mazimal em A

€ um ideal primo.

Prova. Seja I ideal maximal em A. Suponha (aob) € I e a & I. Mostraremos que b € 1.

Consideremos o ideal [a] *x [ = {(xoa)*xi; =z € A,ji € I}. Temos que I = 04 x [ =
(0poa)*I Cla]*I. Mas como a = (140a)*x04 € [a]*xI ea &I entdo I & [a]*I. Sendo I

maximal, tem-se [a] * [ = A, entdo todo elemento de A é também escrito na forma
(roa)*xi com x€A e i€l
em particular 14 = (zoa)*i,comz € Aei € I, e entdo
b=1lg0b=((xoa)*xi)ob=(xo(aob))*(iob),

e como (aob) € I, segue que (zo(aob)) € I e também i € I segue que (iob) € I e do fechamento

em I, segue que b € I, provando que [ ¢ ideal primo. O
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Vamos agora introduzir o conceito de anel quociente. Consideremos um anel (A, *, o),

e um ideal I de A. Definimos sobre A a relagdo ~ dada por
x~y & (v—y) el

Vejamos as propriedades desta relagdo. Primeiramente, sendo I ideal de A, entdo 04 € I e
assim, (z — x) € I para qualquer x € A, e isto mostra a reflexividade da relagdo ~. Sejam
agora x,y € A tais que x ~ y. Sendo assim, (x —y) € I e como I é subanel, —(z — y) € I, ou
ainda, (y — x) € I, e entao y ~ x mostrando a simetria de ~. Sejam agora x,y,z € A tais que
r~yeyn~ z Entdo (x —y) € I, e também (y — z) € I. Novamente, sendo I subanel, temos
(x —y) x (y — 2) € I ou seja, (x — z) € I mostrando que = ~ z e a transitividade de ~. Do
exposto, ~ é uma relacao de equivaléncia, e podemos portanto falar em classes de equivaléncia

definidas pela relacao ~.

Dado entao um elemento arbitrario a € A, a classe de equivaléncia de a, serd o conjunto

de todos os elementos de A que se relacionam com a por ~. Isto é,
a={rcA; z~a}l={rcA (x—a)ecl}.

Observe que, como ja comentamos antes, qualquer uma destas classes de equivaléncia nunca é

vazia, pois para todo a € A, a ~ a e portanto a € a.

O conjunto de todas as distintas classes de equivaléncia determinadas pelos elementos

de A, é chamado de conjunto quociente de A pelo ideal I e indicado por ?7 ou A/I. Temos
entao,
A
A/I:7:{a; acl}.

A préxima proposicao nos fornece um meio mais rapido para determinar exatamente

quem sao os elementos de uma determinada classe @ para a € A.

Proposicao 3.33. De acordo com a construcdo acima, para qualquer elemento arbitrdrio a € A,
temos

a=axI={axh; hel}.

Prova. Considerando a defini¢ao de classe de equivaléncia de a, e a definigao da relacao ~, temos
que, se x € @, entdo x ~ a, e entao (z —a) € I. Desta forma z = a* (x —a) € ax*I. Isto
mostra que @ C a * I. Reciprocamente, se x € a x I entdo = = a * h para algum h € I. Segue
que (x —a) = h e entdo (z —a) € I, donde x ~ a ou ainda x € a. Segue que a xI C @ o que

completa esta demonstragao. O

Em virtude da igualdade que acabamos de mostrar, @ = a * I, a classe @ é também
chamada de classe de equivaléncia médulo I. E comum entdo a representacao z = a(mod I)

para indicar que = ~ a. Agora, o conjunto quociente de A pelo ideal I pode ser reescrito como

A/I:?:{a; aclt={axI; acA}.

Proposicao 3.34. Dois elementos (axI) e (bxI) do conjunto quociente ?, $ao iguais, se e

somente se, (a —b) € I.
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Prova. Considerando as propriedades da relagao de equivaléncia e a igualdade mostrada na

proposicao anterior,

o
$

(axI)=(bxI) < a a~b < (a—0b) el

O]

Vamos agora definir no conjunto ?, duas operagoes (uma adigdo e uma multiplicagao)
que definirao neste conjunto uma estrutura de anel. Definimos entao em ? as operacoes * e o,

dadas por

para quaisquer a* I e b* I em %

Como estamos operando com classes de equivaléncia, precisamos saber se as operacoes
estdo bem definidas, isto é, se escolhermos dois representantes diferentes de uma mesma, classe,

os resultados das operacoes continuam equivalentes.

Sejam entao ax I, xxI,bxI,yxI € ?, taisque axI =xzxI e bxI = yx1. Temos entao
que (a —x) € I e também (b—y) € I. Assim, como I é subanel, (a — x) x (b —y) € I, ou ainda
(axb) — (x*xy) € I e daigualdade de classes (axb)x [ = (xxy) * I, donde (axI)x* (bx1I) =

- . : A
(axb)xI = (x*xy)*xI=(x*xI)*(yx*I)eaoperacio * estd bem definida em 4.

Também como (a—=x) € I e (b—y) € I. Da condigao (iz) de ideal, temos que (a—z)ob € I
e também z o (b—y) € I. Como I é subanel, temos que ((a —x) ob) * (xo (b—y)) € I ou ainda
(aob) —(xob)*(xob)— (roy) € I. Entao temos (aob) — (xoy) € I, e da igualdade de classes

(aob)xI = (xoy)+I donde (axI)o(bxI)= (aob)*I = (zoy)*x] = (x*I)o(yx*I) mostrando

que a multiplicagdo de classes também estd bem definida em %

Proposicao 3.35. O conjunto quociente ?, de um anel (A, *,0) por um ideal I, é um anel sob

as operagoes x e o definidas como acima.

Prova. Em primeiro lugar, ? é nao vazio, pois A e I sao nao vazios. Mostraremos as propriedades

da definicao de anel para %
Sejam (a*I), (bxI) e (c*I) elementos arbitrarios de % Entao
[(axI)x (bxI)]x(cxI)=[(axb)*xI]x(cx1)
=((axb)*xc)xI = (ax(bxc))x1I
=(axI)x[(bxc)xI]=(axI)*[(bxI)x(c*xI)],

mostrando que * é associativa. Também,
(axI)x(bxI)=(axb)xI=(bxa)xI=(bxI)x(axI),
mostrando que * é comutativa.

Procuramos agora O% =xxl € ? tal que (zxI)*(axI) = axI para qualquer axI € ?

Um tal elemento x € A deve entdo satisfazer (z xa) * I = a x I, e da igualdade destas classes,
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xxa—a € I, ouainda z € I. O elemento neutro 04 = x * I é entdo uma classe determinada por
I

qualquer elemento x € I. O representante mais simples desta classe é 04 %I jd que 04 € 1. Além

disso, lembremos que para qualquer x € I, como 04 € I, temos que x — 04 € I, e da proposicao

3.34, zx1 =04 % 1. Sendo assim, 04 = 04 x1. Também podemos denotar simplesmente 04 = 1.
I I

Dado (ax 1) € ? arbitrario, queremos obter um elemento —(a*xI) = (x x I) € ?, dito

elemento simétrico de a * I em ? para a operacao *. Um tal elemento (x *xI) € ? deve entao

satisfazer (x % I) * (a*I) =04 x I. O elemento z € A deve entao satisfazer (z xa)* [ =04 * I,
e da igualdade de classes médulo I, devemos ter (z x a — 04) € I, isto é, (z *xa) € I, ou ainda

(x—(—a)) € I, donde zxI = (—a)xI. Desta forma, —(axI) = xxI = (—a)=*1, isto é, o simétrico

da classe a * I em ? é a classe do simétrico (—a) em A, para qualquer elemento a * [ € %

Para quaisquer (ax 1), (b*x1I) e (c*I) em ?, temos
[(axI)o(bxI)]o(cxI)=[(aob)*xI]o(cx*I)
=((aob)oc)*xI=(ao(boc))*I
=(axI)o[(boc)xI]=(axI)o[(bxI)o(cx*I),
que mostra que o é associativa.

Sejam (a*I), (b= 1) e (c* I) arbitrarios em % Entao,

(
=((ao(bxc))*I=((aob)*(aocc))*I
=((aob)xI)x((aoc)«1)
=[(axI)o(bxI)]*[(ax*xTI)o(cxI)],
e a operagao o é distributiva pela esquerda em relagao a *. A distributividade pela direita é
analoga. Do exposto, temos que (é, %,0), ¢ um anel. O
Proposicao 3.36. Se (A,x*,0) é um anel comutativo, o anel quociente %, de A por um ideal

I C A, étambém comutativo.
Prova. Se (ax1I),(bx1I) € ?, entdo
(axI)o(bxI)=(aob)*xI=(boa)xI=(bxI)o(axI),
mostrando que o é comutativa. O

Proposicao 3.37. Se o anel (A, x,0) possuir unidade 14, entao o anel quociente também possui

unidade, e mais ainda, 1a = (14 1I).
I

Prova. Seja (ax1) € ? arbitrario, e consideremos o elemento (14 * I) que também esta no anel

quociente. Temos que
(axI)o(lg*xI)=(aolg)xI=(axI)=(lgoa)xI=(1ax1I)o(axI).
Assim, o elemento (14 % I) é a unidade do anel ?, istoé, 1a =14 1. O
I

Proposicao 3.38. Dado um homomorfismo f : A — B entre os anéis (A, *,0) e (B,+,-), entdo
Ker(f) é ideal de A.
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Prova. Primeiramente, ji sabemos que 04 € Ker(f) e portanto Ker(f) # (. Sejam z,y €
Ker(f) arbitrarios. Entao f(z) = f(y) = 0p. Assim,

flx—y)=f(z) - fly) =05 — 0p =0p,

mostrando que (z—y) € Ker(f). Sejam agora z € Ker(f) e a € A arbitrarios. Entao f(x) = 0p.
Assim,

flaox)= f(a)- f(x) = f(a)-0p = 0,
e também

f(xoa)=f(z)- f(a) =0p- f(a) =0p,

mostrando que (aoz) € Ker(f) e também (z oa) € Ker(f). Da defini¢ao de ideal, Ker(f) é
ideal de A. O

J& que Ker(f) é um ideal de A, podemos entao falar no quociente ﬁ(f)’ e com isto

temos um importante resultado.

Teorema 3.39 (Teorema Fundamental do Homomorfismo). Seja f : A — B um homomorfismo

entre os anéis (A,*,0) e (B,+,+). Entdo ﬁ ¢ isomorfo a Im(f) C B. Simbolicamente,

A
Ker(f)

Prova. Para facilitar as notagoes, chamemos I = Ker(f). Consideremos a aplica¢ao ¢ dada por

i % = Im())
(axI) — @laxI)= f(a).

Em primeiro lugar, precisamos mostrar que ¢ estd bem definida. Sejam entao (axI) =
(b= I), representantes da mesma classe. Da igualdade das classes, temos (a —b) € I = Ker(f) e
entdo f(a—b) = 0p. Como f(a—0b) = f(a)— f(b), entao f(a)— f(b) = 0p ou ainda f(a) = f(b
o que garante que p(a*I) = p(b*I) e  estd bem definida.

Mostraremos agora que ¢ é homomorfismo. Dados (axI),(bx*I) € %, temos que

p(lax D) (b D)) = p((axb)« I) = flaxb) = f(a) + f(B) = plax I) + p(b I),

e também que

el(ax D)o (b+1)) = p((aob) ) = flaob) = f(a) - f(b) = plax D) - p(b ),
e portanto ¢ é um homomorfismo.

Resta mostrar a bijetividade de . Sejam (ax 1), (bx1I) € ? tais que p(ax*xI) = p(bx1I),
entdo, f(a) = f(b) ou ainda f(a —b) = 0p, e assim, (a — b) € Ker(f) = I e da igualdade das
classes, (axI) = (bxI), mostrando a injetividade. Para a sobrejetividade, seja y € Im(f), entao
da definigdo de imagem, existe = € A tal que f(z) =y. Sendo z € A, temos que (z x I) € %, e
também, p(xxI) = f(x) = y, o que mostra a sobrejetividade de . Portanto, ¢ é homomorfismo

bijetor, e entao um isomorfismo entre ? e Im(f), resultando que é ~ Im(f). O
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Corolario 3.40. Seja f : A — B um homomorfismo sobrejetor entre os anéis (A, *,0) e

(B,+,-). Entao,
A ~
Ker(f) -

Coroldrio 3.41. Sejam (Z,+,-) o anel dos inteiros, m > 2 um nimero inteiro fixado, e [m] =

{mk; k€ Z}=mZ o ideal gerado por m. Entdao

Z
— =7
mZ "
Prova. Consideremos a aplicacao
0:Z — I

Segue do Teorema Fundamental do Homomorfismo que
Z
— =] .
Ker(p) m(e)
Mas agora, dado qualquer Z € Z,, temos que z € Z cumpre ¢(z) = z donde ¢ é

sobrejetora, isto é, Im(yp) = Z,,. Também

Ker(p) ={2 €Z, ¢(z)=0}
={2€Z, z=0}={2€Z, z=mk;keZ}=mZ.

Portanto segue que

3.5 Caracteristica de um anel

Considere (A, x,0) um anel. J4 sabemos (ver defini¢ao 3.10) que 0a = 04 para qualquer
a € A. Nosso interesse agora é saber se existem outros nimeros inteiros n, tais que na = 0y

para todo a € A. Consideremos o subconjunto S de N* dado por
S={neN*; na=04, paratodo ac A}.

Neste caso, existem duas possibilidades para S.

i) S = . Neste caso, 0 é o tinico inteiro que satisfaz na = 04, e dizemos entao que a
caracteristica do anel A é 0.

i1) S # (. Neste caso, existe um elemento em S que é o minimo de S. Se k é este

minimo em S, entao dizemos que a caracteristica de A é k. Isto motiva a préxima definicao.
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Definigao 3.42. Seja (A, *,-) um anel. O menor nimero natural k& nao nulo, tal que,
ka =104 para todo a € A,

¢ chamado de caracteristica do anel A, e representado por Car(A). Se nao existir tal nimero,

entdo a caracteristica de A é zero.

Observe que, nestes termos, Car(A) = k se e somente se, ka = 04 para todo a € A e

se na = 04 para todoa € A com 0 <n < k entdao n = 0.
Exemplo 3.17. No anel dos inteiros (Z, +, -) o tnico natural k que satisfaz
kz =0, paratodos z € Z,
é k = 0. Logo a caracteristica deste anel é zero. [ |
Exemplo 3.18. Considere o anel (Zg,+, ). Queremos determinar
S={neN na=0, paratodo @€ Zg}.
Nestes termos, os niimeros n devem satisfazer

0O=na=g+a+a+ ---+a=atat - +a=na,

n vezes n vezes

e entao ma = 0, o que significa que 8 divide na. Como a é arbitrario, ndo ha como garantir que
8|a e mais ainda existem @ € Zg de forma que mdc{a,8} = 1. Entao 8 deve dividir n, ou que n
deve ser multiplo de 8. Segue que S = {8,16,24,32,40,...} C N. O conjunto S é portanto nao

vazio, e o menor elemento é a caracteristica do anel, isto é, Car(Zsg) = min{S} = 8. u

E bastante claro para nds que nao poderemos ter um anel com caracteristica 1, pois
se isto acontecer, devemos ter A = {04}. De fato, se a caracteristica de A for igual a 1, entao
da definicdo de caracteristica, devemos ter la = 04, para todo a € A. Mas da definicado de
multiplo inteiro, la = a para qualquer a € A, e desta forma, temos que a = la = 04, e portanto
A ={04}. Equivalentemente, se A # {04} entao Car(A) # 1.

Proposicao 3.43. Seja (A, *,0) um anel com unidade. Se m e n sdo inteiros quaisquer, entao
(mn)lg = (mly) o (nly).
Prova. Usaremos primeiramente indugao sobre n > 0, para qualquer m € Z. Se n = 0, entao
(m0)14 =014 =04 = (mlyg)o04 = (mly)o (01y).
Suponha agora (por indugao) que o resultado seja vélido para n = k, isto é,
(mk)1a = (mly)o (kla),
entao,

(m(k+1))1g4 = (mk+m)la
= ((mk)1a) * (m1a)
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= (mly)o(klg)*(mlg)oly
=(mlg)o((klg)*x1a)=(mlg)o((E+1)14)

e o resultado vale entdo para n = k + 1 ficando assim provado a validade da igualdade para

n > 0. Consideremos agora n < 0. Temos entao

(mn)1a = (=(m(-n)))1a = = ((m(-n))1a)
—((mla) o ((=n)14))
= (mla) o (=((=n)1a)) = (mla) o (nla),

o que conclui a demonstracao para todo n € Z. O

Proposicao 3.44. Se (A,x,0) € um anel com unidade, entao a caracteristica de A € igual ao

periodo (ordem) da unidade.

Prova. Suponhamos que o(14) = k > 0. Entao k14 = 04, e se 0 < n < k satisfaz nly = 04

entao n = 0. Assim, para qualquer a € A, temos

ka=k(lgoa)=(klg)oa=040a=04.

Além disso, se houvesse outro niimero natural n com 0 < n < k, tal que na = 04 para
todo a € A, entao especificamente para a = 14 deveria acontecer que nly = 04, 0 que traria
n = 0. Segue que Car(A) =k =o(1,).

O caso o(14) = 0 ¢ trivialmente valido, j& que neste caso, sendo o(14) = 0, nao pode
haver niimero positivo k, tal que k14 = 04 e portanto nao ha um numero positivo k£ tal que
ka = 04 para todo a € A. Segue que Car(A) = 0. O

Corolério 3.45. Seja (A, *,0) um anel com unidade 14. Entao Car(A) =k se, e somente se,

kZ € o nicleo do homomorfismo
v:Z — A
n +— @(n)=nly
Prova. Suponha Car(A) = k entao da proposigao anterior, k é o periodo da unidade. Seja agora
Ker(p)={meZ, ¢m)=0a}={meZ; mls=04},

e vamos provar que Ker(p) = kZ. Sejam € Ker(p), isto é, ¢(m) = 04. Do algoritmo da divisao
de Euclides, m = gk +r, com 0 < r < k, e como mlg = p(m) = 04 temos (¢gk +7r)lg = 04
donde r14 = 04. Como k é o periodo da unidade e 0 < 7 < k devemos ter r = 0, donde
m = qk € kZ. Para a inclusao contraria, seja m € kZ. Entao m = kq para algum q € Z, e

e(m)=mla = (kq)la = (kla)o(qla) =04a0(qla) =04. Segue que m € Ker(yp).

Suponha agora que kZ = Ker(y), e vamos provar que o(l4) = k. Primeiro, como
k € kZ entao k € ker(y) e assim, k14 = ¢(k) = 04. Suponha agora que existe 0 < r < k tal
que r14 = 04 também. Entéo, (k+7)14 = (k14)*(rla) =04%04 =04 e assim p(k+r) = 04.
Desta forma (k+r) € Ker(yp) = kZ, donde (k +r) é um multiplo de k, isto é, (k+r) = ¢k para
algum ¢ € Z. Entao r = (¢ — 1)k é um multiplo de k, e como 0 < r < k, entao r = 0, mostrando
que k é o menor nimero inteiro nao nulo tal que k14 = 04 e sendo assim, k é o periodo da

unidade, e portanto (da proposigao anterior) a caracteristica de A. O
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Coroldrio 3.46. Se (A,x,0) € anel de integridade, entdo a caracteristica de A é zero ou um

numero primo.

Prova. Vamos provar a contrapositiva equivalente, isto é, se a caracteristica de A nao é nula e
nao é um numero primo, entdo A nao é anel de integridade. Seja entdao Car(A) =k > 0e k
nao é primo. Devem existir entdo ntimeros m e n em N* tais que Kk = mn com 0 < m,n < k.
Da proposicao anterior, o periodo da unidade é k, e assim, é o menor natural nao nulo tal que

k14 = 04. Logo, (mla) # 04 e também (nla) # 04, e no entanto,
(mly)o(nla)=(mn)ly =kly =04,
donde A nao é anel de integridade. O
Consideremos agora um anel com unidade (A, *,0) e o subconjunto de S C A, dado

por
S:ZIA:{mlA; mEZ}.

Mostraremos primeiramente que este conjunto é um anel. Para tanto, é suficiente
mostrar que é um subanel de A. E claro que S é um conjunto ndo vazio. Também, dados

a,b €S, temos que a =mly e b =nly para algum m,n € Z. Entao
a—b=(mlyg)—(nly)=(m—n)ly € Zly

aob=(mlg)o(nlg)=(mn)ly € Zly,

garantindo que S = Z1 4 é de fato um subanel de A e portanto é um anel. Mais ainda, S = Z14
é comutativo (mesmo que A nao seja comutativo) e possui unidade 1g = (1)14 = 14. De fato,

para todos a = mly,b=nly € 5,
aob=(mly)o(nly) = (mn)lg=(nm)ly = (nly)o(mly) =>boa,

e também
aols = (mla)o ()1a) = (m1)ls = mls = a.

Proposicao 3.47. Seja (A, *,0) um anel com unidade e com caracteristica Car(A) = k. Entao,

o subanel Z1 4 ¢ isomorfo a um anel com caracteristica k. Mais precisamente,
i) Z1a~7Z sek=0,e
ZZ) 21y = Zy se k > 0.

Prova. Consideremos primeiramente que Car(A) = 0, e a aplicagao

w:7Z — Zla

m +—  p(m) =mly.
Temos entao que para cada m,n € Z,

p(m +n) = (m+n)La = (mla) * (nla) = p(m) * ()
p(mn) = (mn)Ls = (m1a) o (n1a) = p(m) o p(n),
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mostrando que ¢ é um homomorfismo. Além disso, seja y € Z14, entdo y = mly para algum
m € Z e entao escolhendo x = m temos ¢(x) = p(m) = (mla) = y mostrando a sobrejetividade

de ¢. Sejam agora m,n € Z com p(m) = ¢(n). Entao

(m—n)la=(mlg)—(nla) =¢(mly) —¢@(nly)=04.

Mas o periodo da unidade, que é igual a caracteristica de A, é 0. Portanto o unico
(m — n) que satisfaz a dltima igualdade é 0, isto é, (m —n) = 0 donde m = n, mostrando a

injetividade de . Segue que ¢ é um isomorfismo, e Z ~ Z1 4.
Para a segunda parte, suponha Car(A) =k > 0, e a aplicagao
p:Zy — Zly
m — @(m)=mly.

Lembremos que o(14) = k, isto é, k é o menor inteiro positivo tal que k14 = 04. Primeiramente,
ja que estamos trabalhando com classes de equivaléncia, mostraremos que ¢ estd bem definida.
Sejam T = 7, entao da igualdade de classes de equivaléncia médulo k, temos (m —n) = kq para

algum ¢ € Z. Assim,
(mla) — (nla) = (m—mn)la = (gk)la = (qla) o (kla) = (qla) 004 = Oy,

e entao, (mla) = (nly) donde p(m) = (M), o que mostra que ¢ nao depende do representante

escolhido para cada classe. Sejam agora m, T € Zj, entao,

p(m+n) p(m+mn) = (m+n)la = (mla)* (nla) = p(m) * p(n),

p(m-m) = @(mn) = (mn)la = (mla)o (nla) = o(m)o (),

mostrando que ¢ é um homomorfismo. Além disso, se y € Z14, entdao y = nly para algum

n € Z. Tomemos ¢(x) =7, e temos

p(z) = p(n) = (nla) =y,

provando a sobrejetividade de ¢. Sejam agora m, 7 € Zy, tais que () = ¢(7n). Entdo mly =
nlg ou ainda (m —n)ly = 04. Do algoritmo da divisdo de Euclides existem ¢, € Z tais que
(m—n) =qk+r, com 0 <r < k. Entao,

04 =(m—n)la=(¢k+r)la=((qla)o (kla))* (rla) = ((¢la) 0 04) * (rla) =rla.

Como k é o menor inteiro positivo tal que k14 = 04, resulta entdo r = 0, e entao

(m —n) = gk. Isto garante que m = 7 concluindo a injetividade de ¢. Assim Zj ~ Z14. O

3.6 Anéis de polinomios

Definicao 3.48. Uma sequéncia de elementos de um anel (A, *,0) é uma aplicagao f : N — A,
que a cada n € N associa um elemento a, € A. Indicaremos uma sequéncia f pelos seus valores
funcionais, sob a forma (ag, a1, as,...,an,...), ou mais economicamente, (a,), sendo que para

cada k € N, a; € A. Cada um dos elementos a; € A é chamado de termo da sequéncia.
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Definicao 3.49. Dadas duas sequéncias (a,), (b,) € A, dizemos que a sequéncia (ay) ¢ igual a

sequéncia (by,), e escrevemos (a,) = (by,), se (e somente se)
ar = by para todo keN,

isto €, se os termos correspondentes das duas sequéncias forem iguais.

Vamos agora estabelecer duas operagoes, uma adicao e uma multiplicacao, para o con-

junto das sequéncias de um anel A, e verificar que propriedades possuem estas operacoes.

Definicao 3.50. Dadas (ay) e (by) sequéncias sobre o anel (A, %, 0), definimos a soma de (ay,)

com (by,), como sendo a sequéncia denotada por (¢,,) = (an) + (b,) e determinada por
cp = ay, * b, para todo k € N.

Desta forma, a soma de (a,) com (by,) consiste em “somar” os termos correspondentes de (ay,)

e (by).

Definicao 3.51. Dadas (a,) e (b,) duas sequéncias sobre o anel (A, %, 0), definimos o produto

de (a,) com (b,), como sendo a sequéncia denotada por (¢,) = (ay) - (by) e determinada por

k
L = Zaj oby_j = Z a; o bj, para todo k e N.

Observe que se (ay,) - (by) = (¢n), entao

Cr = (CLO o bk) * (a1 o] bkfl) * (a2 o] bk,Q) K oeee ok (ak ¢} bo)

Definigao 3.52. Sejam (A, *,0) um anel, (a,) uma sequéncia de A e w € A um elemento fixo.
Definimos o produto de w com (a,), como sendo a sequéncia denotada por (¢,) = w - (a,) €
determinada por

Cp = W o ag, para todo ke N.

De outra forma, o produto de (a,) por w consiste no “produto” de cada termo da sequéncia de

(an) por w.

Definicao 3.53. Dado o anel (A, %,0) a sequéncia (a,) = (ag,a1,a2,...,an,...) de elementos
de A, recebe o nome de polinémio sobre o anel A, ou simplesmente polinémio sobre A, se existe
ng € N, tal que,

ap =04 para todo n > ng.
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Isto significa que um polinémio é uma sequéncia que possui apenas um numero finito

de termos nao nulos.

Exemplo 3.19. A sequéncia (1,2,3,4,0,0,0,0,...) é uma sequéncia em (R,+,-). Como a

partir do indice 4, todos os termos sao nulos, entao este é um polindmio em R. [ ]

Exemplo 3.20. No anel (Z19, +, -) com soma e produto usual de classes de equivaléncia médulo

10, a sequéncia (0,3,1,9,7,0,0,...), é um polinémio. A partir do indice 5, todos os elementos

da sequéncia sao iguais ao elemento neutro 0 € Zqg. [ ]

Exemplo 3.21. A sequéncia (04,04,04,04,...) é um polinémio em qualquer anel (A, x,o0).

Este polinémio é chamado de polinémio nulo do anel A. [ ]

a O

Exemplo 3.22. Considerando o anel M = {( 0 b ) i a,bée R}, das matrizes diagonais

de ordem 2. A sequéncia

(o) (o) G () (o) (e))

¢ um polinomio, pois a partir do indice 3 todos os elementos da sequéncia sao iguais ao elemento

neutro do anel, que é a matriz nula. [ |

O conjunto de todos os polinémios com coeficientes no anel A, serd indicado por A[X].
Desta forma um elemento do conjunto A[X] serd sempre uma sequéncia de elementos de A,
sendo que a partir de um certo indice finito, todos os elementos desta sequéncia serao iguais a

04, elemento neutro de A.

Observe ainda, que para cada anel A, temos A # () por definicao, e entao existe
pelo memos um elemento em A, na pior das hipéteses 04 € A. Entdo o polindmio f =
(04,04,04,...,04,...) é um polindomio sobre A, o que assegura que A[X] é nado vazio para

qualquer anel A.

Proposicao 3.54. Seja (A,*,0) um anel. O conjunto A[X] € fechado para as operacoes de

adicdo e multiplicacdo de polinémios definidas acima.

Prova. Sejam (ay,), (bn) € A[X] e denotemos (¢,,) = (an) + (bn) € (dyn) = (an) - (bn). Queremos
mostrar que (¢, ), (dy) € A[X], isto é, existem indices a partir dos quais os coeficientes de (c;,) e
de (dy,) sao todos nulos. Como (ay,), (by,) € A[X], entdo existem nj,ny € N, tais que a = 0 para
todo k > ni, e by, = 0 para todo k > ny. Escolhemos ng = max{ni,ns}. Nestes termos temos

que ap = 04 para todo k > ng > nq, e também que by = 04 para todo k > ng > no. Logo,

¢ = ag x b, = 04, para todo k > ng.
e portanto (c¢,) é um polinémio, isto é, (¢,) = (an) + (by) € A[X]. Para a segunda parte,
escolhemos o indice ng = ny + n9 e temos que para todo k € N*,

ni+na2+k
dnytnothk = Z aj 0 by tnotk—j
J=0

= (a0 © bpyyng k) * (a1 0 by tng k1) * -+ % (@ny © bpy 1) *
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(an1+1 o bn1+n2—1) ¥k (an1+n2+k o bO)'

Como a; = 04 para todo j > nq, entao

Ay +np+k = (@0 © bnytnytk) * (@1 0 by g tk—1) % = % (Any 0 byyig)*

(OA © an—l-k—l) Foeeok (OA o b0)7
e como b; = 04 para todo j > ng, temos

dny+ng+k = (@00 04) * (a1 004) - - * (an, 004)*

(OA © bn2+k—1) Kook (OA © b0)7

e assim by, 4n,+r = 04 para todo k € N, e isto significa que a partir do indice ny + no todos os
elementos de (d,) sao nulos, isto é, (d,) = (ay) - (b,) € A[X]. O

Proposicao 3.55. Se (A, x,0) € um anel, entdo o conjunto (A[X],+,-), com a soma e o produto

de polinéomios definidos acima, ¢ um anel.

Prova. Como ja mostramos que as operagoes de soma e produto sdo fechadas em A[X] entdo
resta mostrar que estas duas operagoes satisfazem as propriedades da definicdo de anel. Em

toda esta demonstragao (ay), (bn) e (¢,) s@o polinémios arbitrérios em A.

Associatividade da adigao: Denotando (d,,) = (by) + (¢n), (en) = (an) + (bn), e também
(xn) = (an) + (dn) € (yn) = (en) + (¢,) mostraremos que (x,,) = (y,). De fato, para todo k € N,

xp = ag * dy, = ag * (b * c) = (ag * bg) * cx = eg * ¢ = Yg.

Comutatividade da adigao: Denotando (x,) = (an) + (bn), (yn) = (by) + (an), temos para
todo k € N,
xk:ak*bk:bk*ak:yk.

Existéncia do elemento neutro: Queremos encontrar um elemento e = 04x] € A[X] tal
que (a,) + e = e+ (ap) = (a,) para todo (a,) € A[X]. Nestes termos e = (x,) deve satisfazer
(an) + (zn) = (an), e portanto ay * ry = a para todo k € N. Segue que z; = 04 para todo
k € N. Desta forma,

04rx) = (zn) = (04) = (04,04,04,04,04,...),

é o elemento neutro para a adicao de polindmios. Este elemento é chamado de polinémio nulo
de A.

Elementos simetrizaveis: Para (a,) € A[X], queremos mostrar a existéncia de um polinémio
(zn) € A[X], tal que (an) + (zn) = 04;x] = (04). Nestes termos ay, * x; = 04 para todo k € N.
Temos portanto que xp = —ay, para todo k € N. Desta forma, o elemento simétrico de (a,) em

A[X] para a operacao de adigdo de polindmios, é

—(an) = (zn) = (—ao, —a1, —az, —asz, ..., —an,...) = (—ay).
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Associatividade da multiplicagao: Denotemos (d,,) = (b,)-(¢n), (en) = (an)-(bn), € também

(xn) = (apn) - (dn) € (yn) = (en) - (cn). Mostraremos que (x,) = (y,). De fato, para todo k € N,

Ty = Z am © dp,

m+n=~k

- Y ane | T nes
m+n=Fk l+j=n

= Z am o (byocj) = Z (am o by) oc;
m~+l+j=k m~+Il+j=k

= Z ( Z amobl> °C¢ = Z €t 0 Cj = Y-
t4+j=k \mti=t t+j=k

Distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao: Sejam (u,,) = (by) + (¢n), (vp) =
(an) - (by) e (wn) = (an) - (cn), e também (z,) = (an) - (un) € (yn) = (vn) + (wy). Mostraremos
que (x,) = (yn). Para todo k € N, temos que

Tp = Z G, © Uy, = Z A, © (bp * cp)

m+n=~k m+n==k

= Z (@m0 by) * (am o cp)

m+n=~k

= Z (am o by) * Z (am o cn) = vk * Wi = Y

m+n=~k m+n=k
e entao esta provada a distributividade a esquerda. A distributividade a direita é analoga. Desta

forma, o conjunto A[X] é de fato um anel. O

Proposigao 3.56. Seja (A, x,0) um anel, e (A[X],4+,) o seu anel de polindmios. Entdo
i) Se A for comutativo, A[X] também serd comutativo,
i1) Se A possuir unidade 14, A[X] também terd unidade, e

i1i) Se A for anel de integridade entao A[X] também serd anel de integridade.

Prova. Primeiramente, mostraremos (). Sejam (a,) e (b,) polindomios em A[X]. Se (z,) =

(an) - (bn) € (yn) = (bn) - (an), temos entao que para cada k € N,

T = Z U © by = Z bnoam:ykv

m+n=~k n+m=k
o que mostra que (z,) = (y,) e entdo A[X] é anel comutativo.

Para mostrar (i), seja (a,) um polinémio em A[X]. Queremos encontrar um elemento
Lax) = (zn) tal que (an) - (zn) = (zn) - (an) = (an) para qualquer que seja (an) € A[X]. Desta

forma, os termos x; devem satisfazer

k
ajp = E A; O Tj—j.
1=0

para todos k € N. Para k = 0 temos

ag = ap ° Xy,

e como ag é arbitrario em A, isto obriga xo = 14.
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Usaremos inducao para provar que zp = 04 para k > 1. Para k = 1, temos que
a1 = (apox1) * (a1 o wg) = (ap o x1) * a,

donde segue que 04 = ag o 1 e como ag é arbitrario em A, devemos ter que 1 = 04. Suponha

que x; = 04 para todo 1 < i < k. Entao, como

k
ap = Zai OTp—4
=0
= (ag o wg) * (a1 0 Tf—1) * - -+ * (ag—1 0 1) * (ag © T0),

s6 ha dois termos nao nulos no segundo membro. Assim,
ar = (ag © z0) * (ap © xx) = ay, * (ap o ),

donde segue que 04 = ag o xx e sendo ag arbitrdrio em A, entdo obrigatoriamente z; = 04.

Assim 14;x] = () = (14,04,04,04,...) € A[X], é a unidade de A[X].

Para (iii), mostraremos que (ay) - (by) = 04(x] implica (a,) = 04;x] ou (by) = 04(x],
ou equivalentemente (a,) # 0(x] € (bn) # 04(x] implica (ay) - (bn) # 04(x]- Com efeito, sejam
(an) e (by) ndo nulos em A[X], entdo, existem m,n € N tais que a,, # 04, € b, # 04 e também
ar, = 04 para todo k > m e by = 04 para todo k > n. Denotando (¢,) = (ay) - (by), calculemos

Cm-+n, Obtendo

m-+n
Cm+4n = Z a; © byyn—i
=0
= (ao © bm+n) * (al © bm—l—n—l) koeeek (am—l © bn+1) * (am o bn) * (am—i-l © bn—l) ek (am+n © b(])
m—1 m+n
= Z a; O by i * (am © bn) * Z a; © bytn—is
=0 i=m-+1

e como cada @y = bp+; = 04 para qualquer ¢ > 0, temos
Cmtn = Qm © by,

e como ambos a,, e b, sdo nao nulos, em um anel de integridade o produto serd nao nulo também,
isto é, ¢p4n € nao nulo. Isto prova que (a,) - (by,) # 0 A[x]» Pois possul pelo menos um termo

nao nulo. Isto completa esta prova. O

No caso do anel A ter unidade, entdao podemos fazer uso de uma notagao mais comum

e util para os polinémios. Consideramos o polinomio
X =(04,14,04,04,...) € A[X].
Note que

X" =141x]=(14,04,04,04,...)
X' =X =(04,14,04,04,...)
X=X .X= (OA,OA,IA,OA,OA,...)
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X?=X?-X =(04,04,04,14,04,04,...)

X" =(04,...,04,14,04,04,...).
——

n vezes

Desta forma, dado um polinémio (a,) € A[X], podemos escrever

(an) =(ap,a1,az,...,a,,04,04,...)
=(a0,04,04,...) 4+ (04,a1,04,04,...)+
+(04,04,a2,04,...)+ -+ (04,...,04,0ap,04,04,...)
=ag- (14,04,04,...)+a1-(04,14,04,04,...)
+az-(04,04,14,04,...)+-+an-(04,...,04,14,04,04,...)
=ap+a-X+a X2+a3- X3+ +a, X",

“'77

que para simplificar ainda mais, omitiremos o simbolo da operacao “”, e também escreveremos

a(X) no lugar de (a,), ou simplesmente a € A[X| para designar que a(X) = (a,) € A[X]. Mas

cuidado para nao confundir a € A com a € A[X]. Desta forma,

(an) = a(X) = (ag,a1,a2,...,an,04,...) = ag + a1 X +as X+ +a, X"

Para construir esta notagao partimos do pressuposto que A possui unidade. Entretanto,
com o intuito de facilitar a escrita, assumiremos que

(an) = a(X) = (ag, a1, a2, ...,0,,04,...) = a9+ a1 X + as X+ -+ a, X",
mesmo que A nado possua unidade.

Observe também que se a € A e a(X) € A[X] anotacao desenvolvida acima nos permite

escrever a(X) = a e esta igualdade sé pode ser entendida no sentido que

a(X)=a+04X +04X*+042° + -+ = (a,04,04,04,...).

Notemos entao que, dados a(X),b(X) € A[X] e w € A, podemos escrever (a + b), (a -
b), (w-a) € A[X], sendo
(a4 b)(X) = a(X) 4+ b(X) = (ag * bo) + (a1 * b1)X + (ag * b)) X% + - + (an * by) X",
(w-a)(X)=w-a(X)=(woag)+ (woa))X + (woax)X*>+ -+ (woa,) X",

(a b)(X)=a(X) -b(X)=(agobo)+ | > aiob; | X
+j=1

+ Z a;obj | X2 4+ Z a;obj | X".
i+j=2 i+j=n

Vamos agora mostrar a imersao do anel A no seu anel de polinémios A[X]. Considere-

mos o subconjunto S de A[X] dado por

S ={(a,04,04,04,...); a€A}.
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E fécil ver que este conjunto S é um subanel de A[X]. De fato, se a(X) =

(a,04,...),b(X)=(b,04,...) €S s@o elementos arbitrarios, temos que

(a —0)(X)
(a-b)(X)

a(X)—b(X)=(a—5b,04,04,04,...),
a(X) b(X) = (aob,OA,OA,OA,...),

e como (a —b) e (aob) ainda pertencem a A, segue que a(X)—b(X) e a(X)-b(X) estdao em S.

Proposicao 3.57. O anel (A,x*,0) é isomorfo ao subanel S = {(a,04,04,04,...);a € A} C
A[X].

Prova. Consideremos a aplicacao

p:A — S
a — ¢(a)=(a,04,04,04,04,...)

que satisfaz

pla*xb) = (a*xb,04,04,04,...)

= (a,04,04,04,...)+ (0,04,04,04,...) = p(a) + (b)),
olaob) =(a0b,04,04,04,...)

=(@,04,04,04,...) - (6,04,04,04,...) = p(a) - (b),

para todos a,b € A, e entao ¢ é um homomorfismo.

A sobrejetividade é imediata, pois para qualquer y € S, tem-se y = (a,04,04,04,...)
e escolhendo z = a € A, tem-se p(z) = ¢(a) = (a,04,04,04,...) = y. A injetividade também
¢ imediata. Sejam a,b € A com p(a) = ¢(b), isto é,

(av OAaoAa 0A7 .. ) = (b7 OAa OAaoAv e )7

e da igualdade de polinomios, segue que a = b e segue que ¢ € injetiva, e portanto, um isomor-
fismo. ]

O fato de termos um subanel de A[X]| isomorfo ao anel A, significa que temos uma
“copia” do anel A dentro de A[X]. Este fato é matematicamente expresso dizendo que A estd

imerso ou mergulhado em A[X]. A aplicagdo ¢ neste caso é dita uma imersao.

Definicao 3.58. Seja a(X) um polindémio nao nulo em um anel (A, *, -). Dizemos que o grau de
a(X), indicado por gr(a), ou por da, é o nimero natural n, se a, # 04 e a; = 04 para qualquer
k> n.

Nao definiremos o grau de um polinémio nulo. Desta forma, sempre que falarmos em
grau de um polinémio, estaremos supondo implicitamente que este polinéomio é nao nulo. Para
nés, zero serd o grau de um polinémio com o termo ag # 04 e todos os demais termos ay iguais
a 04 (o zero do anel A). Tal polinémio serd chamado de polindémio constante. Em qualquer
caso, se o grau de a(X) for n, entdo o termo a, serd dito termo dominante do polinémio, mais
ainda, se este termo dominante for igual a 14 entao o polinémio serd dito polindmio unitdrio ou

ainda polinomio monico.
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Proposicao 3.59. Sejam a(X) e b(X) dois polinomios nao nulos em A[X], de forma que
(a+b)(X) # 041x), entdo gr(a+b) < max{gr(a),gr(b)}.

Prova. Denotemos ¢(X) = a(X) + b(X) e suponha m = gr(a) e n = gr(b). Entao

am #0a4 e ar =04, paratodo k>m,

bnp #04 e bp =04, paratodo k >n.
Escolhemos ko = max{m,n}. Assim

ar =04 paratodo k> ky>m,
bp =04 paratodo k > ky>n,

logo ¢, = ap * by, = 04 x04 = 04 para todo k > ky. Nao sabemos o que acontece no termo cy,,
mas a partir do indice ko todos os termos da soma, serdo nulos, e portanto gr(a +b) = gr(c) <

ko = max{m,n} = max{gr(a),gr(b)}. O

Proposicao 3.60. Sejam a(X) e b(X) dois polinémios nao nulos em A[X], de forma que
(a-b)(X) # 04)x], entdo
gr(a-b) < gr(a)+ gr(b),

mais ainda, se A for um anel de integridade, entdo a igualdade acontece.

Prova. Denotando ¢(X) = (a-b)(X), e m = gr(a) e n = gr(b), entdo para todo k € N*, temos

m+n+k m m+n+k
Cm+n+k = Z a; o bm—i—n—l—k—j = Z a; © bm—i—n—l—k—j * Z a; o bm+n+k—j7
=0 =0 j=m+1

e como t0dos 08 a4k € todos 0s by, 820 nulos, temos que ¢4yt = 04 para qualquer k£ € N*|
e entao todos os termos c; com indice a partir de m +n sao nulos. Como nao podemos garantir

nada sobre o elemento ¢, 4y = an, © by, entao o grau de (a - b) é no maximo m + n, isto é,
gr(a-b) <m+n=gr(a)+gr).

Mas, se A for um anel de integridade, entdo como ¢4y = Gm © by com ay, # 04 € by, # Oy,

temos que ¢,y € nao nulo, e entao o grau de (a - b) é exatamente m + n, isto é,
gr(a-b)=m+n=gr(a)+ gr(d).
O

Teorema 3.61 (Algoritmo da divisao). Seja (A,*,0) um anel com unidade 14. Dados dois
polinémios a(X) e b(X) # 04;x] em A[X], com gr(b) = n e b, invertivel em A, entdo existem

q(X),r(X) € A[X] chamados respectivamente de quociente e resto da divisdo, de modo que
a(X) = q(X) - b(X) + r(X),

com 1 = 041x) ou gr(r) < gr(b).
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Prova. Se a(X) = 04x) entdo o teorema ¢ imediato com q(X) = r(X) = O41x). Se a(X) # 04(x]
e m = gr(a) < gr(b) =n o teorema também ¢ imediato com q(X) = 04x) e 7(X) = a(X).

Se a(X) # 04x] e gr(a) > gr(b) entdo usaremos indugao sobre o grau de a. Se
gr(a) = 0 entdo gr(b) =0 e a(X) = ag e b(X) = by. O teorema se verifica com ¢(X) = by ' o ag
e 7(X) = 04x)- Suponha agora (hipétese de indugdo) que o resultado seja verdadeiro para todo

polinémio com grau menor que m, e que gr(a) = m. Considere
w(X) = a(X) = ((am o by, HX™") - b(X).
Se w(X) = 04[x) entdo o teorema se verifica com ¢(X) = ((an o DX ™) e r(X) =

04x]- Se w(X) # 04)x), entao temos gr(w) < m — 1 < m e pela hipétese de indugao existem,
@1 (X),r(X) € A[X] tais que

com 71(X) = O41x) ou gr(r1) < gr(b). Entdo
a(X) — (am 0 b, )X™ " - b(X) = q1(X) - b(X) + r1(X),
isto é,
a(X) = (q1(X) + (@m0 b ) X™ ™) - b(X) + 11 (X),
e o teorema fica satisfeito com q(X) = q1(X) + (am o b, ) X™ " e r(X) = r1(X). O

Nas mesmas hipdteses do teorema anterior, com algumas modificagoes na demonstracao,

podemos mostrar que também existem p(X), s(X) € A[X] de modo que
a(X) = b(X) - p(X) + s(X),

com s(X) = Oypx) ou gr(s) < gr(b). O leitor desatento pode achar isto estranho mas sem a
hipétese de comutatividade no anel A, podem existir diferentes quocientes pela direita e pela

esquerda da divisao. O préximo exemplo ilustra isso.

Exemplo 3.23. Consideremos o anel (ndo comutativo) dos quatérnios (H, +, -) e os polinémios
a(X)=kX?+2jX +keb(X)=iX+1. Como gr(b) =1 com by = i invertivel em H, podemos
garantir a existéncia de ¢(X),p(X),r(X), s(X) € H[X] de forma que

a(X) = q(X) - o(X) + r(X) = b(X) - p(X) + 5(X),

com 7(X),s(X) = Og(x] ou gr(r),gr(s) < gr(b) = 1. Entretanto nao teremos ¢(X) = p(X) e
r(X) = s(X). De fato,

EX? 425X +k= (X +1)([{X — k) +2k = (—j X +3k)(iX + 1) + (—2k).
|

Teorema 3.62. Se A é um anel de integridade, entdo € unico o par q(X) e r(X) que satisfaz

o algoritmo da divisao.
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Prova. Suponha a(X) = ¢(X) - b(X) +7(X) = q1(X) - b(X) + r1(X), com r = 04x] ou gr(r) <
gr(b) e r1 = 041x) ou gr(r1) < gr(b). Assim
(¢ — ) (X) - 0(X) = (r1 — r)(X).
Suponha (por absurdo) que tivéssemos r1(X) # 7(X), isto é, (r1 —7)(X) # 04[x), entdo gr(ry —
r)=gr(b- (¢ —q1)) e como A[X] é anel de integridade, temos que
gr(ri—r)=gr(b- (@1 —q)) = gr(b) + gr(a1 — q),

e entdao gr(ry —r) > gr(b), que é uma contradigao, pois o grau de qualquer um dos restos r ou
71, deve ser menor que o grau de b. Segue que devemos obrigatoriamente ter (11 —7)(X) = 04)x]
ou seja, r1(X) = r(X). Além disso,

(¢ —q@)(X) - b(X) = (r1 —7)(X) = 04[x],

e como b é nao nulo e A[X] ¢é anel de integridade segue que (g1 — ¢)(X) = 04(x] ou seja

q1(X) = q(X), donde segue a unicidade do quociente e do resto da divisao de polinomios. [

Exemplo 3.24. Se gr(b) = n com b, nao invertivel entdo nao é possivel garantir a existéncia
de ¢(X) e r(X). Considere o anel de integridade (Z,+,-) e a(X) = 5X? e b(X) = 2X dois

polinémios em Z[X]. E facil ver que nao existem ¢(X) e r(X) tais que
5X? =q(X) - (2X) +r(X)
satisfazendo as condigoes do algoritmo da divisao. De fato, se existissem tais quociente e resto,

entao deverfamos ter gr(r) =0 e gr(q) =1, donde r(X) =19 e ¢(X) = ¢1X + qo e desta forma,

deveria ocorrer que
5X2 = (qu —|—qO) . (QX) + 19 = (2 . ql)X2 + (2 . qo)X + 79,

e portanto

5=2-q, 0=2-q e 0=rg.

Mas nao ha coeficiente ¢; € Z que faca com que ¢q1 - 2 = 5. [ |

Exemplo 3.25. Se A nao for anel de integridade nao é possivel garantir a unicidade do quociente
e do resto. Tomemos o anel (Z12, +,-) que ndo é anel de integridade, e a(X) =8X2? +4X +4 ¢
b(X)=2X +1 em Z12[X]. Note que

8X%24+4X +4 = (AX)-2X+1)+4

BX?+4X+4 = (I0X+3)-2X+1)+1
e portanto a divisao de a(X) por b(X) admite (pelo menios) dois quocientes com seus dois
respectivos restos. |
Definicao 3.63. Dado o anel (A, x,0) e a(X) e b(X) dois polindmios em A[X] com b(X) # 04(x],

dizemos que b(X) divide a(X), ou que a(X) é divisivel por b(X), se (e somente se) existe
q(X) € A[X] tal que

e escrevemos b(X )|a(X), ou simplesmente b|a para dizer que b(X) divide a(X).
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Note que, escrever bla, ou dizer que b(X) divide a(X), significa que o resto r(X) da
divisao de a(X) por b(X) ¢ igual a O41x]. No caso de ndo existir um polinomio ¢(X) € A[X]
que cumpre a definigdo anterior, entao dizemos que b(X) nao divide a(X), e expressamos este
fato escrevendo b { a. Assim como no caso de numeros inteiros, valem certas propriedades para

a divisibilidade de polindmios. Mostraremos as principais.

Proposicao 3.64. Sejam (A, x,0) um anel e a(X), b(X) e ¢(X) polinémios em A[X]. Entao

i) Se A possui unidade, ala (reflexividade),
ii) Se A for comutativo, alb e blc, entao a|c (transitividade),
iii) Se A for comutativo e alb, entao a|(w - b) para qualquer w € A[X],
iv) Se A for comutativo, alb e alc, entdo a|(u-b+ v -c) para quaisquer u,v € A[X].

Prova. Para (i), notemos que a(X) = a(X)-141x) = L4x)-a(X) e a definicio (de divisibilidade)
fica satisfeita com ¢(X) = 14(x]-

Para (i), como alb entao existe ¢1(X) € A[X] tal que b(X) = a(X) - ¢1(X) = ¢1(X) -
a . Tambem como b|c entao existe g2 € tal que ¢ = - Q2 = @2 . .
X). També b a i A[X] tal X b(X X X)-o(X

Desta forma,

¢(X) = 2(X) - b(X) = ¢2(X) - (@1(X) - (X)) = (@2(X) - @2(X)) - a(X),
e também

¢(X) = b0(X) - g2(X) = (a(X) - q1(X)) - @2(X) = a(X) - (2 (X) - ¢2(X)).

Segue da comutatividade de A[X] que (q1(X) - ¢2(X)) = (¢2(X) - ¢1(X)) e da definigao de

divisibilidade que alc.

Para mostrar (i74) notemos primeiro que para qualquer w(X) € A[X], temos b|(w - b),
pois a definigdo de divisibilidade fica satisfeita com ¢(X) = w(X). Assim, como al|b e b|(w - b)

entao pelo item (i7), a|(w - b) para qualquer w € A[X].
Para mostrar (iv), suponha alb e alc. Da defini¢ao de divisibilidade, existem ¢, g2 €
A[X], de forma que b(X) = ¢1(X) - a(X) = a(X) - q1(X) e ¢(X) = ¢2(X) - a(X) = a(X) - g2(X).

Assim, para quaisquer u,v € A[X] temos
u(X) - b(X) +v(X) - e(X) = u(X) - (1(X) - a(X)) + v(X) - (¢2(X) - a(X))
= (u(X) - q1(X) + ¢2(X) - v(X)) - a(X),

e da comutatividade de A[X] segue também que (u-b) + (v-c) =a-((u-q)+ (g2 -v)). Da

defini¢ao de divisibilidade temos que a|(u - b+ v - ¢). Isto encerra esta demonstragao. O

Cuidado! No caso da divisibilidade de ntimeros naturais é também valida a propriedade
antissimétrica, mas esta propriedade nao vale na divisibilidade de polindémios, bem como nao

vale na divisibilidade de ntimeros inteiros. Veja o préximo exemplo.
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Exemplo 3.26. Considere o anel dos racionais (Q,+,), e os polinémios a(X) = 4 +2X e
b(X) =2+ X em Q[X]. Entao

a(X)=442X =22+ X)=2-b(X), e

1 1
b(X)=2+X= 5-(4+2X) = i-a(X),
e entdo, da defini¢do de divisibilidade, alb com ¢(X) = 2 = (3,0,0,...) e bla com ¢(X) =2 =
(2,0,0,...), e no entanto a(X) # b(X). [ |
Exemplo 3.27. Considerando o anel comutativo, com unidade, A = M>(R) das matrizes

quadradas diagonais, com coeficientes reais, e
2 0 -5 0 20
a(X) = - X+ X2
0 -2 0 1 0 6

o[ [2 )

polinémios em A[X], temos que alb pois,

1 -2 2 -1
a(X) = Ol Ol x). 014 O1x).
0 2 0 3 0 -1 0 2
o~ e . 2 0 -1 0
e a definigao de divisibilidade fica cumprida com ¢(X) = [ ] + [ X. [ |

Definicao 3.65. Seja (A, *,0) um anel comutativo e
a(X) =ap+ a1 X +asX? +azX® + -+ a, X",

um polinémio em A[X]. Para qualquer u € A, chama-se valor de a em u, ao elemento de A,

denotado por a(u) e dado por
a(u) = ag * (ay ou) * (ag o u?) x (az o u®) x - - - x (an o u™).
Mais ainda, se a(u) = 04, dizemos que u é raiz de a em A.

Proposicao 3.66. Se a e b sao polinomios sobre um anel (A, *,0), e u € A entado
i) (a+b)(u) = a(u) * b(u),
i1) (a-b)(u) = a(u) o b(u).
Prova. Dados a(X) = ag+ a1 X +asX?+---+a, X", e b(X) =by+ b1 X + b2 X? +-- -+ b, X™,

dois polindémios em A[X], temos que
(a+b)(X) = (ag* bo) + (a1 % b1)X + (az * ba) X + -+ - + (an * by) X",
donde

(a4 b)(u) = (ao * bo) * (a1 * by) - w* (ag * by) - u® % - - - % (an * by) - u"™ =

2

—agkbyxar-uxby-uskas-ulxby-u k- kan, u kb, u"

= (ap*ay-u*ag-u’*--kap-u")x(bgxby-uxby-u?x---xb, u")
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= a(u) * b(u).

Para o produto, temos que

(a-D)(X) = (agobo)+ | Y aioby | X+ [ > aiob; | X>+---+| > aob; | X",
i+j=1 i+j=2 i+j=m+n

e assim,

(a-b)(u) = (ag o by) + Zaiobj U+ Zaiobj w4+ Z aiob; | umt"
i+j=1 i+j=2 i+j=m+n

= (a0 + a1u + agu® + - - + anu™) o (bg + byu 4 bou® + - - + bpu™)
= a(u) o b(u).

O

Proposicao 3.67. Seja (A, *,0) um anel com unidade, u € A e a(X) € A[X]. Entdo o resto
r(X), da divisdo de a(X) por (X —u), € igual a a(u), sendo esta igualdade entendida no sentido
r(X)=a(u) + 04X +04X%+---.

Prova. Tomando b(X) = (X —u) = (14X — u), que é nao nulo e o coeficiente dominante é
invertivel, podemos aplicar o algoritmo da divisao em a(X) e b(X), isto é, existem ¢(X),r(X) €
A[X] tais que

a(X) = g(X) - (X — u) +r(X),

com 7(X) = 0y(x) ou gr(r) < gr(b) = 1.

Se 7(X) = 04[x) entdo temos que a(X) = ¢(X)- (X —u), e também a(u) = q(u)-(u—u) =
q(u) - 04 =0y =7r(X).

Se por outro lado, r(X) # 04(x], entdo o grau de r(X) é zero, e assim 7(X) = ro.
Nestes termos
a(u) = q(u) o (u—u) +7(u) = q(u) 0 04 * o = 70,
e entao r(X) =9 = a(u). O
Coroldrio 3.68. Um polinomio a(X) € A[X] € divisivel por (X —u) € A[X] se e somente se

a(u) = 04, isto é, se e somente se u € raiz de a.

Teorema 3.69. Seja (A, *,-) um dominio de integridade e a(X) € A[X] um polinémio nao

nulo. Entao o nimero de raizes de a em A é no mdzximo gr(a).

Prova. Usaremos indugao sobre o grau de a. Se gr(a) = 0 entdo a nao admite raizes em A, ja

que a(X) é ndo nulo. Logo o teorema fica verificado.

Suponha agora que o teorema seja verdadeiro para todo polinémio com grau k — 1, e
suponha gr(a) = k > 0. Se a nao tiver raizes em A, entdo novamente o teorema se verifica. Se

a tiver ao menos uma raiz u em A, entao existe ¢(X) € A[X] tal que

a(X) = q(X) - (X —u).
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Além disso, qualquer outra raiz ug de a(X) serd também raiz de ¢(X), pois
04 = a(uo) = q(uo) o (uo — u),

e sendo A um anel de integridade, como (ug — u) # 04, resulta que ¢(up) = 04 donde ug serd
também raiz de ¢(X), e entao a(X) nao tem outras raizes além de u e das raizes de ¢(X). Como
A é anel de integridade, entao gr(a) = gr(q) + gr(X —u), isto é, gr(q) = k — 1. Pela hipétese de
indugao, o teorema se verifica para ¢(X), isto é, ¢(X) tem no méximo k — 1 raizes em A, e entao
a(X) tem no méximo as k — 1 raizes de ¢(X) e ainda a raiz u, ou seja, no maximo k = gr(a)
raizes. Segue do principio de indugao finita, que o resultado vale para todo polindémio de grau
n. ]

Exemplo 3.28. Consideremos o polindomio a(X) = 2X?3 — X2 —2X 41 sobre o anel dos inteiros
Z. Como Z é anel de integridade, entao a(X) tem no maximo gr(a) = 3 raizes em Z. De fato,

as raizes de a(X) sdao 1, —1 e %, e portanto duas raizes em Z. [ |

Como A nao é anel de integridade, ndo podemos garantir que a(X) tenha no maximo gr(a) = 3

raizes em A. De fato,

a(0) = T-(0°+5-0=040=0
al) = T-1*+5-1=1+5=0
a@) = T-(2P*+5-2=2+4=0
aB) = 1-3)*+5-3=3+3=0
a@ = T-(@?+5.1=1+2=0
a(3) = 1T-(5)°+5-5=5+1=0

e desta forma todos os elementos de A = Zg sao raizes de a(X), e portanto o nimero de raizes

de a(X) é maior que o grau de a(X). [ |

No caso em que A é um anel de integridade, entdao A[X] é também um anel de integri-

dade, e assim, podemos entao falar de ideais neste anel.

Se J é um subconjunto de A, o subconjunto J[X]| de A[X] é o conjunto de todos os
polinémios com coeficientes em J. E facil verificar que se I é um ideal de A, entdo I[X] é um

ideal de A[X]. Deixaremos a prova deste fato como exercicio.

Podemos também construir ideais gerados por subconjuntos de A[X]. Escolhendo um
conjunto de polinémios, S = {aj,as,as, - ,a,}, todos em A[X], o subconjunto de A[X] dado
por

(a1, ,an) ={h1-a1+ha-as+ -+ hy-ayn; h; € A[X]},

é um ideal de A[X], chamado de ideal gerado pelo conjunto S, ou ideal gerado pelos polinémios

a;.

Um ideal gerado por um tnico polinémio, é dito ideal principal, de A[X]. Desta forma,

todo ideal principal é da forma,

J={(a)={h-a; heAX|}=AX]-a=a-A[X].
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3.7 Aneis fatoriais e anéis Euclidianos

Escrever esta segao....



Capitulo 4
Corpos

O objetivo deste capitulo é o estudo dos corpos. Como veremos, um corpo obrigato-
riamente possui uma unidade. J4 comentamos anteriormente que em um anel com unidade,
se a unidade for igual ao elemento neutro, entao este anel se reduz a um tunico elemento, o
proprio elemento neutro. Para evitar confustes deixamos entao claro aqui que durante todo este
capitulo, vamos admitir que os conjuntos envolvidos, anéis ou corpos, possuem pelo menos dois

elementos distintos. Isto serd apenas para garantir que 14 # 04.

4.1 Corpos e subcorpos

Defini¢ao 4.1. Um anel comutativo com unidade (K, *,0) é dito um corpo, se e somente se,
todo elemento nao nulo de K admite inverso, isto é, dado qualquer b € K com b # Ok, existe
bl e K tal que (bob!) = (b71ob) =1g.

Exemplo 4.1. Os conjuntos (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,+) com as operagoes usuais de soma e
produto sao corpos, pois sao dominios de integridade e quaisquer elementos nao nulos admitem

inverso multiplicativo no préprio conjunto. [ ]

Exemplo 4.2. (Z,+,-) nao é corpo, pois apesar de ser um dominio de integridade, nem todos

os elementos de Z admitem inverso em Z. [ |
Proposicao 4.2. Se (K, x*,0) é um corpo, entao, (K,x*,0) é anel de integridade.

Prova. Sejam a,b € K tais que (aob) = Ok, e a # Og. Entdo, existe a=! € K tal que

(aoa™!') = (a"'oa) = 1. Desta forma,
b=(lgob)=(atoa)ob=a"to(aob)=a"to0g =0k,

que prova que K é um anel de integridade. ]

Nestes termos, todo corpo é anel de integridade. Mas a reciproca nao é verdadeira.
Como ja sabemos Z ¢ anel de integridade e nao é corpo. Entretanto com hipdteses adicionais

pode-se conseguir este resultado.

122
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Proposicao 4.3. Todo anel de integridade finito é um corpo.

Prova. Seja (A, *,0) um anel de integridade finito, isto é,
A= {OA,al,ag, N ,an}.
Tomemos a # 04 € A arbitrario e mostraremos que a € invertivel. Seja

¢:A — aoA={04,a0aj,a0az,...,a0a,}

a; — ¢(a;) =aoaq; 1<i<n.

Trata-se claramente de uma aplicac@o sobrejetiva. Também, se ¢(a;) = ¢(a;) entdo aoa; = aoa;
e assim, ao (a; —a;) = (aoa;) — (aoa;) = 04, e sendo a # 04, decorre que (a; —a;) = 04, donde
a; = a; e ¢ ¢é injetora. Segue que A e a o A, possuem a mesma quantidade de elementos. Como
aoA C AeaoA possui a mesma quantidade de elementos de A entdo A = a o A, e também

como 14 € A, temos 14 € ao A, isto é, existe a; € A, tal que

14 =aoa,
mas isto significa que a é invertivel com aj o seu inverso, concluindo esta demonstracao. O
Corolario 4.4. Se p € um niumero inteiro primo, entao (Zy,+,-) € corpo.

Definicao 4.5. Se (K,*,0) é um corpo e S # ) é um subconjunto de K, dizemos que S é
subcorpo de K se
i) S é fechado para as operagoes * e o, e

i) (S,*,0) é também um corpo.

Ja sabemos que em um anel com unidade, qualquer subanel pode ou nao possuir uni-
dade. Mesmo o subanel possuindo unidade, sabemos que esta unidade pode ser diferente da
unidade do anel. Isto pode nao ocorrer com corpos e seus subcorpos. Um subcorpo possui
obrigatoriamente unidade e esta unidade deve coincidir com a unidade do corpo. Este fato serd

demonstrado na proxima proposigao.
Proposigao 4.6. Se (K,*,0) é um corpo e S é um subcorpo de K entdio 1s = 1k.

Prova. Como S é subcorpo, entao S é também corpo, e assim S possui unidade 1s. Além disso,
de acordo com a definicao de unidade, esta unidade deve satisfazer 1s o 1s = 1s. Por outro lado

1s € S C K e portanto, de acordo com a definicao de unidade em K, temos 1g o 1g = 1s.

Logo
Isolg — Is o 1g = Og = Os,
ou ainda
Iso (Ig — 1s) = Ok,
e como K é anel de integridade e 1g # Ok, segue que 1g — 1s = Ok, donde 1g = 1k. [

Coroldrio 4.7. Se (K,x*,0) é um corpo e S € um subcorpo de K entao para qualquer a € S com

a # 0s temos que (a™1)s = (a7 k.
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Prova. Como Og = Og entdo dado a # Og, temos que a # Og também. Assim existem (a™')g e
(a~ Yk, de forma que

(ail)g oaq=ao (ail)g = 1s,

e também

(aHgoa=ao(a Mg = 1k.

Logo
ao(a Ns—ao(a Mk =1s — 1Ix = Ok,

ou ainda
ao((a™ s — (a M) = Ok,

e como K é anel de integridade e a # Ok, segue que (a~1)s—(a~ 1)k = Ok, donde (a=1)s = (a7 )k.
O

O trabalho de identificar subcorpos pode ser simplificado. A préxima proposi¢gao nos
oferece um método seguro e mais simples para garantir quando um subconjunto nao vazio de

um corpo é um subcorpo.

Proposigao 4.8. Se (K, x,0) € um corpo, um subconjunto nao vazio S C K é um subcorpo de
K, se e somente se

i) Ig €S,

1) a — b € S para todos a,b € S,

iii) aob~! €S para todos a,b # Og € S.

Prova. Supondo inicialmente que S é subcorpo de K entao (S, x,0) é também corpo. Portanto,

as condigoes (7), (ii) e (iii) sao trivialmente satisfeitas.

Reciprocamente, suponha que (i)-(iii) acontecem. Provaremos que * e o sao fechadas
em S e também que (S, *,0) é um corpo. Por (i), S # ). Certamente, a operacao * é associativa
e também comutativa em S, pois o é em todo K. Como 1x € S, da condigao (ii) temos que
(Ig — 1g) € S, isto é, Og € S. Da mesma condicao (i) decorre que dado qualquer a € S, entao
(Oxk —a) € S e assim (—a) € S. Segue que S possui elemento neutro para * e todo a € S e

simetrizdvel, logo (S, *) é subgrupo abeliano do grupo (K, ).

A operagao o é associativa, comutativa e também ¢é distributiva com relagdo a * pois
estas propriedades ocorrem em todo o corpo K. Além disso, por (i), S possui unidade, e assim
S é subanel comutativo com unidade (a mesma unidade de K). Para finalizar, dado b € S nao
nulo, como 1k € S pela condicdo (iii) temos que (1g o b~!) € S, donde b~! € S e assim, todo

elemento nao nulo em S é invertivel.

Resta provar que as operagoes sao fechadas em S. Dados a,b € S temos que (—b) € S

e pela condic@o (i7) temos que (a — (=b)) € S, isto é, (a *b) € S. Também se b = Og entao
aob=0s €S e se por outro lado b # Os entdo b é invertivel isto é, b=! € S e da condicio (i)
temos que (ao (b~1)71) €S, isto 6, (aob) € S. Segue que as operacoes * e o sio fechadas em
S. Fica assim concluido que (S, *,0) é também um corpo, e portanto, um subcorpo de (K, x, o).
O
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Observe que, {0g} é subgrupo (trivial) de um grupo (G, %), {04} é subanel (trivial) de
um anel (A, %, 0), entretanto {Ox } nao é subcorpo de um corpo (K, *,0). Sendo assim, K possui
um unico subcorpo trivial que é o préprio K. Vamos provar agora o comentirio que segue a

definigao de corpo.

Ja que um corpo é um anel de integridade, podemos nos referir a ideais em um corpo,

e neste caso, obtemos alguns resultados importantissimos.
Teorema 4.9. Seja (K, *,0) um corpo. Entao os unicos ideais de K sao os ideais triviais.

Prova. Seja J um ideal de K, com

{0x} CJ CK.

Entdo existe a € J com a # Og. Sendo K um corpo, entdo existe a=' € K tal que aoa™! = 1.
Mas da definicio de ideal, como a € J, entdo aoa™! € J, isto é, 1x € J e segue agora que

J =K, pois dado qualquer a € K deve ocorrer que a =ao lg € J. O

Note que este tltimo teorema afirma que {Og} é um ideal maximal em K, uma vez que

nao existe outro ideal J com {O0x} € J C K exceto o préprio K.

Teorema 4.10. Seja (A, *,0) um anel comutativo com unidade 14, e I um ideal de A. Entao

I ¢ ideal maximal, se e somente se, ? € corpo.

Prova. Suponha I ideal maximal de A. J& sabemos que (?, %,0) ¢ um anel comutativo com
unidade sob as operacoes definidas no conjunto quociente. Seja (a* I) € ? com (ax1)#0 4=

(04 % I). De outra forma, a ¢ I. Seja
J=la]={aox; zeA}

e também
IxJ={mxn; melnecJ}

Sabemos que J e I % J sao ideais de A. Além disso, I C [ *J mas como a = (04 xa) € [ xJ e
a¢ Ientdao I CIxJC A Como I éideal maximal, segue que I xJ = A, e entao 14 € [ x J.

Existem portanto m € I e n = aox € J tais que
la=m=xaou.

Sendo assim, 1y *xI = (mxaox)*xI = (mx1I)* ((a*1I)o (xx1)). Como m € I entdo
mxI=1=04x%1 eentao

la=1gxI=(axI)o(xxI),

ES

e segue que (a* I) é invertivel em ? e portanto ? é corpo.

Reciprocamente, suponha que ? seja corpo. Entao existem 04 e 1.4 elementos distintos
I I

em % De outra forma (04 x I) # (14 x I), e isto significa que 14 = (14 — 04) ¢ I e portanto

I C A. Tomemos J, um ideal de A, satisfazendo

I1CJcCA
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Existe portanto a € J com a ¢ I. Como a = (a—04) ¢ I, entado (ax 1) # (04 %) =04. Como
I

? é corpo existe (zx I) € ? tal que

(axT)o(xxI)=14%1,

ou ainda
(aox)x [ =14x1.

Da igualdade entre classes, segue que (aox)—14 € I, e como I C J, entdo ((aox)—14) €
J. Mas como a € J e J é ideal de A, entao (aox) € J. Segue que (aox) — ((aox) —14) € J,
ou ainda 14 € J. Segue disto que J = A e entao I é ideal maximal de A. O

Corolario 4.11. Se p é um nudmero inteiro primo, entio (Zy,+,-) € corpo.

Prova. No anel de integridade (Z,+,-) consideremos o ideal pZ = [p] = {pk;k € Z}. Vamos
provar que pZ é ideal maximal. De fato, seja J um ideal tal que pZ C J C Z. Pela proposicao
3.28, J também é ideal principal, e assim J = [m] = {mz;z € Z} = mZ. Segue que pZ C mZ C
Z e como p € pZ entao p € mZ e desta forma, p = mz para algum z € Z. Como p é primo,
segue que m = £p ou m = +1. Mas se m = +p entdao pZ = mZ = J o que contradiz a hipdtese

de que pZ C J. Segue que m = +1 e desta forma J = mZ = Z. Segue que pZ é ideal maximal.

Do teorema anterior, z% é corpo. Como também do corolario 3.41, % ¢ isomorfo a Z,,

segue que Zj, ¢ corpo. ]

Definicao 4.12. Um corpo K é dito um corpo primo se K nao admite subcorpos além dos
triviais, isto €, o unico subcorpo de K é o préprio K. Um subcorpo S de um corpo K, é dito um

subcorpo primo, se S é um corpo primo.

Teorema 4.13. Se K é um corpo primo com caracteristica p, entdo
i) K € isomorfo a Q, se p=0,
i1) K € isomorfo a Z;,, se p > 0.

Prova. Ver esta demonstragao... O

4.2 Corpo das fragcoes de um anel de integridade

O que faremos nesta segao é construir um corpo a partir de um anel de integridade. Para
tal tarefa, necessitamos nao somente construir um conjunto, mas também definir adequadamente

operacoes neste conjunto, que o tornem um corpo.

Consideremos entao, um anel de integridade (A, x,0), e tomemos o conjunto A x A*

dos pares ordenados cuja segunda coordenada é um elemento nao nulo de A. Isto é,

Ax A*={(a,b); a,be A, b#04}.

Neste conjunto definimos a relagao, denotada por ~, e definida por

(a,b) ~ (¢, d) & aod="boec.
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Notemos que:

i) para qualquer (a,b) € A x A* como A ¢é anel de integridade, A é comutativo para
a operagao o, e desta forma tem-se aob = boa e da defini¢ao da relacao, segue que (a,b) ~ (a,b),
para todo (a,b) € A x A*, mostrando que ~ é reflexiva.

i1) Dados (a, b) e (¢, d) em Ax A* com (a,b) ~ (¢, d), temos da defini¢cao que aod = boc
e como A é comutativo, temos que cob = d o a, o que significa que (¢,d) ~ (a,b), mostrando
que ~ é simétrica.

iit) Se (a,b), (¢,d), (e, f) € A x A* satisfazem (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f), entao

aod=bodecof=doe. Assim,
aofod=aodof=bocof=bodoe=boeod,

e como d # 04 entdo d é regular para a operagao o, concluindo que a o f = bo e e da defini¢ao

da relagao, tem-se que (a,b) ~ (e, f), mostrando que ~ ¢ transitiva.

Dos fatos 7), ii) e iii) temos que ~ é uma relagao de equivaléncia em A x A*, e portanto

estabelece uma forma de estimar quando dois elementos deste conjunto sao equivalentes.

Desta forma, (a,b) representa a classe de equivaléncia do elemento (a,b) € A x A*. Isto

é, (a,b) = {(z,y) € Ax A*; (z,y) ~ (a,b)}. Note que a expressao (a,b) denota um conjunto,

e ndo um s6 elemento. (a,b) é o conjunto de todos os elementos que sdo equivalentes ao par
(a,b), pela relacdo de equivaléncia ~.

AxA*

~

Consideremos

, 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por

~ e denotemos este conjunto por F. Entao

F:{W; aeA,beA*}.

Este conjunto é denominado conjunto das fracoes de um anel de integridade. Esta

nomenclatura, é natural no sentido de que podemos representar estes pares ordenados como

a
B
definida acima, é a que estabelece a igualdade entre duas fragoes,

fragoes da forma (a,b) = com b # 04. Além disso, observe que a relacdo de equivaléncia

a C
3—8 <~ ad—cb.

Vamos agora dotar este conjunto de duas operacgoes e mostraremos que com estas
operagoes este conjunto tem estrutura de corpo. Observe que estas operacoes serao definidas
exatamente como as operacgoes usuais de soma e produto de fracdes no conjunto dos nimeros

reais.

Definimos em F as operacoes + e -, dadas por

(a,b) + (z,y) = (aoyxbox,boy) e (a,b) - (z,y) = (aoxz,boy),

para quaisquer (a,b), (z,y) € F. Observe que as operacoes envolvidas no segundo membro de

cada igualdade, s@o as operacoes definidas no anel A.

Nosso primeiro trabalho é verificar que estas operagoes estdo bem definidas. Como
estamos fazendo operacoes com classes de equivaléncia, poderiamos perguntar se ao operarmos

um elemento (a,b) podemos escolher qualquer um dos representantes desta classe, isto é, se

(a,b) ~ (z,y) entdo (a,b) + (¢,d) = (z,y) + (¢, d), qualquer que seja (c,d) € F.
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Proposicao 4.14. As operacdes + e - definidas como acima, ndo dependem da escolha do

representante das classes.

Prova. Sejam (a,b), (¢,d), (x,y), (z,w) € F, tais que (a,b) ~ (x,y) e (¢,d) ~ (z,w). Entao, da

definicio de ~ temos aoy =box e cow = d o z. Assim, temos

(aod*boc)o(yow) = (aodoyow)(bocoyouw)
—(aoyodow)*(hoyocouw)
=(boxodow)x(boyodoz)
= ( ) *(

zowobod)x(yozobod)=(xrowxyoz)o(bod)

e portanto (aodxboc)o(yow) = (xow*yoz)o(bod) e da defini¢ao da relacao (aod*boc, bod) ~

(rowxyozyow), isto &, (a,0) + (¢,d) = (z,9) + (2 w).

Para a multiplicacao, temos entao,

aocoyow=aoyocow=boxodoz=bodoxoz,

donde segue da definigdo da relagdo, que (aoc,bod) ~ (z o z,y ow), e entdo, (a,b) - (¢,d) =

(x,y) - (z,w). Portanto as operagoes + e - nao dependem do representante escolhido para cada

uma das classes envolvidas. O]

Observe atentamente a definicao do conjunto F e das operacoes + e -. Poderfamos
perguntar, porque exigimos inicialmente que o anel A seja anel de integridade? Poderiamos
construir corpo de fragoes de um anel qualquer? Da maneira que definimos o conjunto F =

{(a,b) € Ax A*}, e suas operagoes, + e -, poderiamos ter problemas com o fechamento das duas

operagoes em um anel qualquer. De fato, em (a,b) + (z,y) e em (a,b) - (z,y) temos que b # 04
e também y # 04. Mas em um anel qualquer, ndo ha garantias que boy # 04 e entao nao hé
garantias de que a soma e o produto estejam em A x A*, ou seja, em um anel qualquer, a soma

e o produto definidos como acima, podem nao ser fechadas em F.
Proposicao 4.15. O conjunto (F,+,-), construido acima, é um corpo.

Prova. Vamos mostrar que os axiomas da definicao de corpo sao todos satisfeitos. Dados quais-

quer (a,b),(x,y), (m,n) € F, temos

((a,0) + (2,9)) + (m,n) = (acyxbowx,boy)+ (m,n)
(

aoysxbox)onxboyom,boyon)

aoyonxbo(xonxyom),boyon)

=(
= (
=(aoyon*boxonktboyom,boyon)
= (
= (

a,b)- (xonxyom,yon)=(a,b) ((x,y) - (m,n)),

e também,

(a,0) + (z,y) = (aoyxbox,boy)
=(zobxyoa,yob)=(z,y)+ (a,b),

o que mostra que + ¢ associativa e comutativa.
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Queremos agora obter Op = (z,y), tal que

(a7 b) + (xvy) = (x,y) + (a7 b) = (a,b),

para todos (a,b) € F. Nestes termos z,y € A devem satisfazer

(acyxbox,boy) = (a,b),

ou equivalentemente

(aoyxbox,boy) ~ (a,b).
Da definicao da relagao deve entdo ocorrer que
(aoysxbox)ob=boyoa,

e assim,

aoyobxboxob=boyoa,

donde
boxob=04.

Mas como b # 04 e A é anel de integridade, entao segue que x = 04. Deta forma, o

elemento (x,y) procurado é precisamente (x,y) = (04,y). A escolha de y € A* é irrelevante, ja

que dados Y1,Y2 S A*7 temos que (OA)yl) ~ (OA7y2) € portanto (OAa yl) = (OA)yQ)‘

Notemos entao que dado qualquer (a,b) € F e y € A*, temos que

(a,b) +(04,y) = (aoy*bo04,boy)

= (aoy,boy) = (a,b),

jad que (aoy,boy) ~ (a,b). Sendo a adicao comutativa, vale também que (a,b) + (04,y) =

(04,y) + (a,b) = (a,b). Segue portanto que Op = (04,y) é o elemento neutro para a adigdo em
F, qualquer que seja y € A*. Observe ainda que

(z,y) = O se e somente se x = 04.

Dado (a,b) € F arbitrario, queremos agora obter —(a,b) = (x,y) € F, de forma que

(a,b) + (z,y) = (z,9) + (a,b) = (04, m),

sendo que m € A*. Os elementos =,y € A devem entao satisfazer

(aoyxbox,boy)=(04,m),

ou ainda,

(aoyxbox,boy) =~ (04,m),

e da definicao da relagao,

(aoyxbox)om=>boyo0y = 04.



4.2. Corpo das fracoes de um anel de integridade 130

Como m # 04 e A é anel de integridade, entdo temos que aoy *box =04 ou ainda

rob=bor=—(aoy)=(-a)oy,

e da defini¢ao da relagao (z,y) ~ (—a,b) e portanto (z,y) = (—a,b) € F

O elemento (—a,b) cumpre portanto a igualdade

(aa b) + (_aa b) = (_aa b) + (a7 b) = (0A7 bo b) = O,

donde todo (a,b) € F é simetrizavel sendo o seu simétrico o elemento —(a, b) = (—a,b). Podemos

ver também que (—a,b) = (a, —b), j& que (—a,b) ~ (a, —b) e portanto

—(CL,b) = (_avb) = (a7 —b),

qualquer que seja (a,b) € F.

Para a operagao -, sejam novamente (a,b), (z,y), (m,n) € F arbitrarios. Entao

((@®) (. 9)) - (mom) =

= ((aox)om,(boy)on)

e também,

(a,0) - (z,y) = (acw,boy) = (zoa,yob) = (z,y) - (a,b),

mostrando que - é também associativa e comutativa. Também,

a,b) - (xonxyom,yon)

(@8) - (@) + (m,m)) =

ao(xonxyom),bo(yon))

(aoxonxaoyom),boboyon)

aoxobonkxboyoaom,boyobon)

(
= (
=(aoxonxaoyom,boyon)
= (bo
= (
=(

aox,boy)+ (aom,bon)

_ <(a,b) ) (x,y)) + ((a,b) . (m,n)> ;

donde a multiplicacao ¢é distributiva em relacao a adicao pela esquerda. Também vale a distribu-
tividade pela direita em virtude da comutatividade da multiplicacdo. Segue que - é distributiva

em relagao a +.

Para mostrar que [F possui unidade, queremos obter 1p = (x,y) € F de forma que

(a,b) - (z,y) = (z,9) - (a,b) = (a,b),

para todo (a,b) € F. Os elementos =,y € A devem entao satisfzer

(aox,boy) = (a,b),
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e portanto

(aoz,boy) ~(a,b),

e da definicao da relagao segue que aoxob = boyoa. Como b # 04 e A é anel de integridade entao
segue que aox = yoa, e novamente da defini¢cao da relacao (z,y) ~ (a,a) donde (z,y) = (a, a).
Evidentemente esta escolha para (x,y) s6 pode ser feita quando a # 04. O caso em que a = 04

nao afeta a procura por (z,y) ji que no caso em que a = 04, entao (04,boy) = (04,y), j& que

(04,b0y) ~ (04,y), e desta forma é imediato que

(04,0) - (z,y) = (Oa o m,boy) = (04,b0y) = (04,9),

para qualquer escolha de (x,y).

Desta forma, para qualquer n € A* podemos verificar que (n,n) € F cumpre
(aon,bon) ~(a,b),

e portanto

(a,b) - (n,n) = (aon,bon) = (a,b),

para todo (a,b) € F. Da comutatividade da multiplicacao, segue também que (n,n) - (a,b) =

(a,b). Portanto a unidade em F é o elemento 1y = (n,n) qualquer que seja n € A*.

Resta mostrar que todo elemento nao nulo de F é invertivel. Consideremos entao

(a,b) € F com (a,b) # O e portanto a # 04. Queremos obter (a,b) = (x,y) € F de forma que

(avb) ’ (x,y) = (:L',y) ’ (av b) =1 = (n7n)

Os elementos =,y € A devem entdo satisfazer

(aox,boy) = (n,n),
ou ainda
(aoz,boy) ~ (n,n),

e da definigdo da relacio temos que aoxon =boyon. Comon # 04 e A é anel de integridade,

entao segue que a oz = boy, e da definicao da relagao (z,y) ~ (b,a). Desta forma,

e como a # 04, entdo (b,a) € F. Podemos entao ver que dado (a,b) € F com a # 04, entao

(b,a) € F cumpre

(a,b) - (bya) = (aob,boa) = (aob,aob)=1p.

Da comutatividade da operacao - temos também que (b, a) - (a,b) = 1p. Segue que todo

elemento nao nulo (a,b) € F é invertivel sendo (b,a) € F o seu inverso, isto é, (a,b) = (b, a).
0

Decorre portanto, que (I, +, ) tem estrutura de corpo. O corpo F é entao chamado de

corpo das fragoes do anel de integridade A. Por este motivo, é comum representar os elementos
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de F como fragoes, e ndao como pares ordenados. De qualquer forma, é s6 a notacao que muda,
isto é,

= (a,b) para quaisquer a € A,bec A*.

[l S

Como complemento desta secdo, mostraremos que A é isomorfo um subconjunto de F.

Consideremos o subconjunto S de F, dado por

S:{m; aeA}cF.

O conjunto S é nao vazio, e além disso para quaisquer (a,14),(b,14) € S, temos

(a,14) — (b,14) = (a,14) + (=b,14) =(aolg*x(—=b)olg,1g401y)=(a—b,14) €S,

e também,

(a,14) - (b,14) = (a0 b,1g4014) = (aob,14) €S,

e portanto o conjunto S é subanel do anel F. Logo S é também um anel (de integridade pois é

subanel de um corpo). O subanel S é unitério, pois 1s = (14, 14) = 1p.

Consideremos a aplicagdo ¢ : A — S, dada por

p: A — S

a — @la)=(a,1a).

Vamos verificar que trata-se de um isomorfismo entre anéis. Sejam a,b € A, entao

plaxb) = (axb1ly)=(aolgxbolyg,lg0ly)=_(a,14)+ (b,14) = ¢(a)+ ¢(b)
plaob) =(aob,1g)=(aoblg0ly)=1(a,14)-(b,14)=¢(a)-p(b)

e assim  é homomorfismo entre anéis. Também, ¢ é claramente uma aplicacdo sobrejetora,

pois para todo y = (a,14) € S, tome z = a € A e segue que p(z) = ¢(a) = (a,14) = y.

Para finalizar, suponha a,b € A com ¢(a) = ¢(b). Entao (a,14) = (b,14) e da igualdade das
classes (a,14) ~ (b,14), e da definicdo da relagdo aoly = 14 0b, isto é, a = b, 0 que mostra a
injetividade de ¢, e portanto A ~ S. Neste caso, dizemos que existe uma cépia de A em F, ou

que A estd imerso (mergulhado) em F.

O processo que acabamos de fazer é exatamente o processo utilizado para a construgao
do corpo dos racionais. Se considerarmos o anel Z dos inteiros, definimos os elementos (fragoes)
do conjunto dos racionais Q e também operacoes entre tais fragoes, que possuem as propriedades
que tornam o conjunto @ um corpo. Além disso como ja é sabido, o conjunto dos racionais
contém o conjunto dos inteiros, e é o que mostramos na segunda parte, que um subconjunto dos
racionais, é isomorfo ao anel dos inteiros. Sao exatamente os racionais com denominador igual

al.

4.3 Polinémios em um corpo

Na secao 3.6 ja estudamos alguns resultados sobre polindomios com coeficientes em um

anel, ou até mesmo, em anéis de integridade. Nesta secdo vamos considerar polinomios com
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coeficientes em um corpo K. J4 que um corpo é um anel de integridade, os resultados da secao
3.6 continuam validos. Todavia, certos resultados podem ser melhorados e outros ainda podem

ser obtidos quando consideramos os coeficientes do polinémio em um corpo.

Seja entao (K, #*,0) um corpo. O conjunto dos polinémios com coeficientes em K serd

denotado por K[X] e assim
f=a+a-X+ay-X>+ - +a, X" cKX]

se e somente se a; € K para todos 0 < i < n. Também X = (0k, 1k, Ok, Ok, . .. ).

Do que ja vimos até agora, K[ X] é anel de integridade. Cuidado! Embora K seja corpo,
K[X] nao é corpo. Isto é ficil de ser verificado. Também em K[X] vale o algoritmo da divisao,
com quociente e resto unicamente determinados. Dados dois polinémios f e g em K[X], dizemos
que f divide g, ou que f é um divisor de g, ou ainda que g é um muiltiplo de f, se existe um
h € K[X] tal que
g=f-h=h-F.

Note que neste caso, o resto da divisao de g por f ¢ Og[x]. Escrevemos ainda f |g para dizer que
f divide g.

Definicao 4.16. Dados f e g polinémios ambos nao nulos em K[X], entao dizemos que d € K[X]
é um maximo divisor comum de f e g, se

i) d|f edl|g, e

i1) Se dp € K[X] satisfaz do|f e do|g entao dyld.

Observe atentamente a expressao “d é um maximo divisor”. Um fato importantissimo,
é que se existe um maximo divisor comum de f e g ele ndo é unico. Para qualquer k£ € K*,
teremos que k - d € K[X] também serd méximo divisor comum de f e g. De fato, suponha d um

maximo divisor de f e g, e k € K* arbitrario. Entao, k é invertivel, e
df = f=h-d = f=(&"'h)(k-d),

donde (k- d)|f. Da mesma forma, mostra-se que (k - d)|g. Suponha agora, dp|f e dp|lg. Entao

do item i7) da definigdo de maximo divisor comum, dy|d e assim,
dold = d=h-dy = (k-d)=(k-h)-do,

ou seja, do|(k-d), e entao (k-d) satisfaz também os dois axiomas que o definem como um méximo

divisor comum entre f e g.

Como vimos entao, existem muitos “maximos divisores” entre dois polinémios f e g.
Outro fato importantissimo, é que se dy e d; sao dois maximos divisores comuns a f e g, entao
do e dy diferem apenas por alguma constante nao nula em K, isto é, dy = k- d; para k € K*. De
fato, do item 4i) da definigdo de méximo divisor comum, temos que dy|dy, e entdo d; = hy - dy,
com gr(dy) < gr(dy). Por outro lado, pelo mesmo item ii) da defini¢ao, temos que di|dy, e da
mesma forma, dy = hg - di, com gr(dy) < gr(dy). Segue que gr(dy) = gr(di) e por conseguinte
gr(ha) = gr(h1) = 0 e ent@o hy e hy sao polindomios constantes (e nao nulos). Segue a nossa
afirmacao. Existe k € K*, tal que, dyg = k - d;.
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Definigao 4.17. Dado um polinémio f em K[X], com gr(f) > 1, dizemos que f é redutivel
sobre o corpo K, ou redutivel em K[X], se existem dois polinémios g e h, ambos em K[X] e nao

nulos, com gr(h) > 1 e gr(g) > 1 e satisfazendo

f=g9g-h=h-g

Se a igualdade s6 puder ser cumprida com polinémios g ou h constantes, isto é, onde gr(g) =0

ou gr(h) =0, entao f é dito irredutivel sobre K.

O produto g - h é dito uma decomposicao para f, e os termos g e h sao ditos fatores
da decomposicao. Observe que esta ideia é semelhante a ideia de decomposicdo de nimeros
inteiros em fatores. Além disso os polinémios irredutiveis fazem o papel dos nimeros primos,
que s6 aceitam decomposicao se um dos fatores for igual a +£1. A ideia de irredutibilidade de
polinémios pode ser formulada também para polinémios com coeficientes em um anel. Mas foi

s6 agora enunciada, pois sua maior importancia se dara deste ponto em diante.

Notemos também que se um polinémio f € K[X], com gr(f) > 2, possui uma raiz
u € K entao f é redutivel em K[X]. De fato, como provamos em (3.68) f é divisivel por (X —u)
que por sua vez é um polinémio em K[X] também. Da divisibilidade decorre que f = h- (X —u).
Como gr(f) > 2 e gr(X —u) =1 temos que gr(h) > 1. E portanto f é redutivel em K[X].

Exemplo 4.3. O polinémio f(X)=2— X +5X? + 3X3, é redutivel em Z[X], pois
f(X)=2-X+5X?+3X3=(2+X) (1 - X +3X?%) = g(X) - h(X),
com gr(g) =1>0e gr(h) =2>0. [ |

Exemplo 4.4. O polindmio f = 1+ X? em R[X] é irredutivel. De fato, se f fosse redutivel,
deveriam existir dois polinémios ¢ e h ambos de grau 1, tais que f = g - h, isto é, X2 +1 =
(X +a)- (X +b) onde a,b € R. Uma multiplicacdo simples no segundo membro mostrara que

(a+b)=0ea-b=1. Ouainda a = —b e depois —b?> = 1. Tal nimero b ndo existe em R. MW

Exemplo 4.5. O polinémio f = —2 + X2, em Q[X], é também irredutivel, pois se f = g- h for
uma decomposicio de f, devemos ter gr(g) = gr(h) = 1. Desta forma, —2+X?2 = (X +a)- (X +b)
onde a,b € Q. Multiplicando o segundo membro, e igualando com o primeiro, devemos ter
(a+0b) =0 e também a-b = —2. Decorre que a = —b e depois —b> = —2, donde b = —a = /2.
Entdo f = X2 — 2= (X +/2)- (X — v/2). O problema é que v2 ¢ Q. [ |

Um fato que tem bastante importancia, é saber quando um polinémio é irredutivel
sobre um determinado corpo K. Vérios sao os métodos para determinar isto. Apresentaremos
alguns métodos que podem decidir sobre a irredutibilidade de um polinémio. Alguns destes

métodos podem ser de aplicacao nao tao imediatas.

Teorema 4.18 (Critério de Eisenstein). Seja f = ag+a1X +asX?+---+a, X", um polinémio
de grau n em Z[X]. Se existir um ndmero primo p, tal que

i) p1 an,

i) pla;, para todos 0 <i <mn, e

iii) p* t ao,
entdo f € irredutivel sobre 7Z.
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Prova. Seja p, um nimero primo, satisfazendo (i) — (#ii). Suponha que f seja decomposto no

produto
f:g-h: (b0+b1X+b2X2+"‘+b7»Xr)'(CO+01X+02X2+"'+CSXS),

com r + s =mn, e ge hnao nulos. Mostraremos que s = 0 ou que r = 0.

Temos entao que ag = by - ¢p. Como p|ag, entdo p|by ou p|cy mas nado ambos simulta-
neamente, pois p? { ap. Suponhamos sem perda de generalidade que p|by e p t ¢p. Por outro
lado, p{ an = by - ¢5 € assim, p { b, e também p { ¢;. Considere j o menor indice tal que p{b; e
plbj—1,bj—2,...,bg. Observe que tal indice j existe, e 1 < j < r. Sendo assim, para este indice
j, teremos

aj ="by-cj+by-cj1+---+bj_1-c1+0bj co.

O niimero p divide todos os termos da soma acima, pois p|bj_1,b;_2, ..., by, com exce¢ao
do tltimo, pois p é primo, e p { b; e p { ¢p. Por consequéncia disto, p { a;. Mas pelo item ii),
temos que j = n. Mas como j < r < n, temos que obrigatoriamente r = n. Segue que s =0, e

entao pela definicao, f é irredutivel. O

Apesar de ser um importante critério de irredutibilidade, estamos interessados em ir-
redutibilidade sobre corpos, e Z nao é corpo. O Critério de Eisenstein, e o préximo resultado,

formam um dupla incrivel.

Teorema 4.19 (Teorema de Gauss). Se um polinomio f € Z[X] é irredutivel sobre Z, entao f

serda também irredutivel sobre Q.

Prova. Ver isto depois... O

Colocar alguns exemplos....

J& mencionamo que a ideia de decomposicao de polinomios esté associada a ideia de de-
composicao de ntmeros inteiros, sendo que os polinémios irredutiveis fazem o papel de niimeros
primos. Lembremos que ja mostramos anteriormente que todo ideal de Z é principal, e se p é
um nimero primo entdo [p] é ideal maximal, e também % = p% é corpo. Vamos agora mostrar
resultados similares para ideais em K[X]. Lembremos primeiro que um ideal I de K[X] serd
ideal principal se for gerado por apenas um elemento de K[X], isto é, existe p(X) € K[X] de

forma, que

I'=[pl ={p(X)- f(X); [f(X)eK[X]}.
Lema 4.20. Se (K, x,0) é um corpo, todo ideal de K[X] é principal.

Prova. Seja I C K[X] um ideal. Se I = {Og[x]} entdo é imediato que I é principal pois serd

gerado pelo elemento neutro Og|x, isto é,
I = {0gx1} = {Ogx] - ¢(X); ¢(X) € K[X]} = [Ogx)]-

Se por outro lado, I # {Ok[x)} entdo existem polinémios ndo nulos em 7. Seja p(X) o

polinémio de menor grau em /. Mostraremos que I = [p].
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Seja f(X) € I. Entao do algoritmo da divisao temos que existem ¢(X),r(X) € K[X]
de forma que

F(X) =p(X) - q(X) +r(X),

com 7(X) = Og(x] ou gr(r) < gr(p). Mas desta forma, 7(X) = f(X) — p(X) - ¢(X) e como
p(X) € I entao p(X) - q(X) € I ja que I é ideal. Como também f(X) € I entao r(X) € 1.
Entao nao podemos ter gr(r) < gr(p) pois p(X) é o polinomio de menor grau em I. Segue que
7(X) = Ogx) e assim segue que f(X) = p(X) - ¢(X) € [p].

Suponha agora f(X) € [p]. Entao temos imediatamente que f(X) = p(X) - q(X) € I
ja que p(X) € I e I é ideal. Isto termina esta prova. O

Teorema 4.21. Seja (K, *,0) um corpo e p(X) € K[X] ndo nulo. p € irredutivel sobre K, se e

somente se, I = [p] for ideal mazimal em K[X].

Prova. Suponha inicialmente p irredutivel sobre K, e o ideal I = [p]. Suponha que J é outro
ideal de K[X], com I C J C K[X]. Mostraremos que J = I, ou J = K[X].

Do lema anterior, J é ideal principal, e entdao J = [h], para algum h € K[X]. Sabemos
que
pelpl=1cJ=Ih.

Desta forma, p(X) = h(X) - g(X), para algum g € K[X]. Como p é irredutivel, entao
g(X) ou h(X) é um polinémio constante nao nulo de K[X]. Isto é, g(X) = a com a € K* ou
h(X)="bcom b e K*. Se g(X) = a com a # Ok, entao teremos I = J. De fato p(X) = h(X) - q,
e entdo, h(X) = (a ') - p(X), donde [h] C [p], isto é, J C I e portanto I = J. Se por outro lado,
h(X) = b com b # Ok, entdao teremos K[ X] = J. De fato dado qualquer f(X) € K[X] temos que
f(X)=b-(b"1) f(X)=h(X)- (b1 f(X)) € [h], isto é, K[X] C [h] = J e portanto K[X] = J.

Isto prova a maximalidade de I.

Reciprocamente, suponha que I = p - K[X] ¢ ideal maximal de K[X]. Sejam h(X) e
g(X) polinémios nao nulos em K[X] tais que p(X) = h(X) - g(X). Mostraremos que g(X) ou
h(X) é constante.

Primeiramente, observemos que como p(X) = h(X)-g(X), entao I = [p] C [h] C K[X].

Como I é maximal, teremos [h] = I, ou [h] = K[X].

Se [h] = I, entdo h € [h] = I = [p], e entao h(X) = p(X) - k(X) para algum k € K[X].
Desta forma, p(X) = ¢g(X) - h(X) = g(X) - p(X) - k&(X), e como p(X) é nao nulo, segue que
Igix) = 9(X) - k(X), pois K[X] é anel de integridade. Mais ainda, como gr(lx(x]) = 0 decorre
que gr(g) = gr(k) = 0. Disto, temos que g(X) é constante, e nao nulo.

Se por outro lado, [h] = K[X], entao todo k € K[X]| = [h] é da forma k(X ) = h(X)-g(X)
com g(X) ainda em K[X]. Em particular, isto deve valer para k(X) constante (nao nulo). Desta

forma a igualdade sé serd possivel se h(X) for constante também, e nao nulo.

Segue que se p(X) = h(X)-g(X) entdao h ou g é constante. Portanto p(X) é irredutivel,
em K[X]. O
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O proximo corolario é consequéncia imediata deste tltimo teorema e do teorema 4.10.

E o corolario similar do coroldrio 4.11 em K[X].

Corolario 4.22. Seja (K, *,0) um corpo e p € K[X]| nao nulo. p é irredutivel sobre K se e

somente se % for corpo.

Teorema 4.23 (Principio da Fatoracdo Unica). Seja K um corpo e f um polinémio em K[X).

Entdao f pode ser decomposto da forma
f=a-hi-hy- - hp,

sendo a € K uma constante e h; € K[X] fatores irredutiveis, unitdrios e nao constantes em
K[X]. Mais ainda, esta decomposicio é unica, a menos de uma constante ou de permutacoes

nos fatores h;.

Prova. Ver isto depois... Adilson pg 79. ]

4.4 Extensao de corpos

Nesta secao, estamos interessados, em construir corpos, a partir de corpos ja conhecidos,
pela adjuncao de elementos. Este é um método interessante para construirmos novos corpos,
e estamos particularmente interessados em obter corpos K, de forma que, Q C K C R, isto é,
corpos que estao entre os racionais e os reais. O corpo dos complexos é igualmente interessante,
mas como veremos mais adiante, nao existem outros corpos entre os reais e os complexos.

Entenda-se que nao existem corpos K, tais que, R C K ¢ C.

Definigao 4.24. Dado um corpo K, qualquer corpo L, que contém um subcorpo isomorfo a K,
¢é chamado de extensao do corpo K. Neste caso, escrevemos L : K para denotar que L. é extensao
de K.

E claro que se K C L entao ¢ imediato que IL possui um subcorpo isomorfo a K, que é o
proprio K. Portanto, se K C L entdo L é imediatamente uma extensao de K. Com o intuito de
facilitar a notagao, sé para nao precisarmos trabalhar com o isomorfismo entre K e o subcorpo
de L isomorfo a K a que se refere a ltima definicao, vamos considerar deste ponto em diante

que K C L.

Definicao 4.25. Sejam K e L corpos com K C L, isto é, L : K. Um elemento u € L, é dito
algébrico sobre K se, e somente se, existe um polinémio nao nulo em f € K[X] de forma que
f(u) = Og = O, isto é, u é raiz de f. Se u nao é algébrico sobre K, entao dizemos que u é

transcendente sobre K.

Observe que se u é transcendente sobre K, ou equivalentemente u nao é algébrico sobre
K, entao de acordo com a definigdo anterior, nao existem polinémios nao nulos em K[X], tais
que f(u) = Og = Op. Portanto, quando u é transcendente sobre K, entdo f(u) = Ogx = O, se e

somente se, f = Og[x] é 0 polinémio nulo.

E imediato também da definicao que todo v € K C LL é algébrico sobre K.
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Definicao 4.26. Sejam K e L corpos com K C L e u € L. Definimos Klu] como sendo o

conjunto dos valores f(u) para quaisquer polinomios f em K[X], isto é,

Klu] ={f(u); feK[X]}CL.

E facil verificar que K C K[u] C L. Além disso, se u € K entdo K[u] = K. Nossa
preocupagao agora é estabelecer quando Klu| é corpo. Isto estd diretamente ligado ao nosso
objetivo de encontrar corpos S tais que Q C S C R. O que podemos garantir é que o conjunto
K[u] é anel de integridade, e sé serd corpo quando u for algébrico sobre K. Os préximos dois

teoremas garantem isto.

Teorema 4.27. Sejam K e L corpos com K C L, e uw € L. Se u € algébrico sobre K entao K[u]

€ corpo.
Prova. Consideremos a aplicacao
¢:KX] - L
o= elf) = fw).

Nestes termos dados f, g € K[X] arbitrérios, temos

o(f+9) = (f +9)(u) = f(u)* g(u) = o(f) * p(g),

e também
o(f-9) = (f-9)(u) = f(u) o g(u) = o(f) o (),

e assim, ¢ é um homomorfismo. Segue do Teorema Fundamental do Homomorfismo (de anéis)

que
K[X]
Ker(p)

~ Im(p).

O que precisamos agora é determinar Ker(¢) e Im(y). Primeiro temos que

Ker(p) ={f e K[X]; o(f) =0} ={f €eK[X]; f(u) =0}

Seja p o polindmio em K[X] de menor grau tal que p(u) = Op. Tal polindomio existe pois u é

algébrico sobre K. Mostraremos que Ker(y) = [p].

Para a primeira inclus@o, seja f € Ker(p), isto é, ¢(f) = O e entdo f(u) = OL.
Do algoritmo da divisao, existem ¢(X),r(X) € K[X] tais que f(X) = ¢(X) - p(X) + r(X),
com 7(X) = Og[x] ou gr(r) < gr(p). Mas notemos que 7(u) = f(u) — q(u) - p(u) = Op, pois
f(u) = p(u) = 0. Desta forma, ndo podemos ter gr(r) < gr(p) pois p é o polinémio de menor

grau tal que p(u) = Or. Segue que r(X) = Og[x] e sendo assim, f(X) = p(X) - q(X) € [p].

Para a segunda inclusdo, seja f € [p], isto é, f(X) = p(X) - h(X) para algum h(X) €
K[X]. Entao, ¢(f) = f(u) = (p- h)(u) = p(u) o h(u) = 0p, o h(u) = Or, e portanto f € Ker(p).
Segue que Ker(p) = [p].

Observemos ainda que o fato de p ser o polinémio de menor grau tal que p(u) = O,
significa que p é irredutivel sobre K. De fato, procedendo contrapositivamente, se p for redutivel
sobre K, entao p(X) = g(X) - h(X) com ¢g(X),h(X) € K[X] e 1 < gr(g),gr(h) < gr(p). Desta
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forma, 0 = p(u) = g(u) o h(u) e sendo K um anel de integridade segue que g(u) = Op ou

h(u) = Or, e portanto p ndo é o polinémio de menor grau tal que p(u) = Or..

Também temos que
Im(e) ={o(f); feKX]}={f(u); feK[X]}=Ku]

Segue que
Kx] _ K[X]

] — Ker(y)

e como p é irredutivel sobre K, segue do teorema (4.22) que o primeiro quociente da igualdade

~ Im(p) = Klu],

acima é corpo. Portanto K[u] é também corpo. O

Teorema 4.28. Sejam K e L corpos com K C L eu € L. Se u € transcendente sobre K entao

K[u] é um anel de integridade (isomorfo a K[X]).

Prova. Esta demonstragao é feita como no teorema anterior. Consideremos a mesma aplicagao
©(f) = f(u), e como ja vimos, ¢ é homomorfismo e também I'm(y) = Klu]. Mas agora, como

u é transcendente sobre K, entdao f(u) = O, se e somente se, f é o polinémio nulo. Segue que

Ker(p) ={f €K[X]; o(f) =0}
={f eK[X]; f(u)=00}= {0k}

E assim, do Teorema Fundamental do Homomorfismo de anéis, temos que,

ki) ~ KX _ KIX]

T {0xx)} Ker(y) ~ fmlg) = Kl

Portanto K[X] ~ KJu|, e além disso, como K[X] é anel de integridade entao K|u]

também o é. O

Definicao 4.29. Se L é uma extensao de K e todos os elementos do corpo L sao algébricos

sobre o corpo K, entao L se diz extensao algébrica de K.

Observe entao que, se K é corpo e u é algébrico sobre K, entao K[u] um corpo, e como
K C K[u] entao também K[u] é uma extensao de K, e mais ainda, é uma extensao algébrica de

K, pois u é algébrico sobre K.

Exemplo 4.6. Consideremos os corpos Q C R, e tomemos u = /2 € R. Queremos determinar
Q[u] = Q[v/2]. Como sabemos, v/2 ¢ Q, mas v/2 é algébrico sobre Q, pois v/2 é raiz do polinémio
nio nulo (X2 —2) € Q[X]. Do que vimos anteriormente Q[v/2] é corpo e também,

Q2] = {f(v2); feQ[X]}.

Além disso, considerando também o polinomio (X? —2) € Q[X], do algoritmo da divisdo temos
que existem ¢ e r (unicamente determinados) tais que f(X) = ¢(X) - (X? — 2) + r(X), onde
gr(r) < gr(X? —2) = 2. Devemos ter entdo 7(X) = a + bX com a,b € Q. Segue que

f(V2)=g(vV2)-0+7r(V2) =a+b-V2,
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e entao

QIv2) = {f(v2) feQIX]}={a+bv2 abeQ}
]

Exemplo 4.7. Consideremos os corpos Q C R e v = v/3 € R. Vamos determinar Q[{‘/g]. Em
primeiro lugar v/3 é algébrico sobre Q pois v/3 é raiz do polinémio nao nulo (X* — 3) € Q[X].
Temos entdo que Q[v/3] é corpo e

Q3 = {£(V3): feqlx]}.
Mas, dado qualquer f € Q[X], temos que existem unicos ¢, € Q[X] tais que f(X) = q(X) -

(X% —3)+7r(X), com gr(r) < gr(X*—3) =4. Entdor = a+bX +cX?+dX? com a,b,c,d € Q.

E além disso,

F(V3) = a(V3) -0+ r(V3)

r(V'3)

= a+bV3+c(V3)2+d(V3)?
=a+bV3+cV9+dv2r.

Desta forma,
QIV3] = {f(V3); fecQ[X]}={a+bV3+cVI+dV2T; a,becdecQ}.
[

Exemplo 4.8. Considerando os corpos Q € R e u = v2 + 5 € R, queremos determinar
Q[v2+ V/5]. Podemos ver que (/24 +/5) é algébrico sobre Q, pois é raiz do polinémio nio nulo
p(X) = (X* - 14X? 4 9) € Q[X]. Entdo, Q[v/2 + v/5] é corpo com

QV2+ V5] ={/(V2+V5); [eQlX]}
Mas, dado f arbitrario em Q[X], existem ¢(X),r(X) € Q[X], tais que
F(X) =q(X) - (X* - 14X? +9) + 7(X),

com gr(r) < gr(X* —14X% 4+ 9) = 4. Devemos ter portanto r = a + bX + cX? + dX3, com
a,b,c,d € Q. Além disso,

F(V2+V5) = q(vV2+V5) -0+ r(V2+ V5)
=r(V2+V5) =a+b(V2+V5) +c(V2+ V5)2 +d(V2 + V5)?
= (a+7¢) + (b+17d)V2 + (b + 11d)V5 + 2¢V10.

Com o ajuste adequado das constantes e sabendo que a, b, ¢, d € QQ, podemos reescrever

QV2+ V5] ={f(vV2+V5); feQ[X]}
={a+b/2+cV5+dV10, a,b,c,d e Q).
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Exemplo 4.9. Neste exemplo, vamos construir o corpo dos niimeros complexos a partir do corpo
dos niimeros reais, com a adjuncdo do nimero (ndo real) i que satisfaz i> = —1. Primeiramente,
i é algébrico sobre R, pois p(X) = X2 + 1 é um polinémio niao nulo em R[X], que cumpre
p(i) = 0. Entao temos,

R[] ={f(); feR[X]}
Entretanto, dado f arbitrario em R[X], pelo algoritmo da divisao, existem polinémios g e r
em R[X] tais que f(X) = ¢(X)- (X2 + 1)+ r(X), onde gr(r) < gr(X? +1) = 2. Segue que

r=a+bX, com a,b € R, e assim,
f@) =q(i) - (®+1) +r() = q(i) - 0+ r(i) = r(i) = a + bi.

Isto mostra que,
Rli] ={f(i); feR[X]}={a+0bi; a,beR}=C.
|

Se observarmos atentamente estes ultimos exemplos, eles nos dao uma ideia para for-
mular precisamente como sao os elementos dos conjuntos Ku], no caso em que u é algébrico

sobre K. Estes exemplos inspiram o préximo resultado.

Teorema 4.30. Seja L um corpo extensao de K e u € I algébrico sobre K. Seja f o polinémio

irredutivel, tal que f(u) = Og. Entdo, se n = gr(f), temos
Klu] = {ao + ayu+ asu® + - - + ap_1u™ Y5 a; € K},
para todos 0 <i<n—1.

Prova. Suponha entao f o polinémio irredutivel em K[X], tal que f(u) = Og. Suponha ainda

gr(f) = n. Mostraremos a dupla inclusao dos conjuntos. Dado entao
w € {ap + a1u + ast® + -+ ap_u™ Y a; € K},

temos que w = by + byu + bou® + -+ + by_1u"" !, para certos elementos b; € K. Tomando o
polinémio h = by + b1 X + by X2 + -+ + b, 1 X" ! em K[X], temos que

w = by + byu + bou? + -+ + by_1u" "t = h(u) € K[u).

Para a segunda inclusao, seja w € K[u]. Entao w = h(u) para algum polinémio h de
K[X]. Pelo algoritmo da divisao existem polinémios ¢ e r, em K[X], unicamente determinados,

de forma que h = ¢ - f +r com gr(r) < gr(f) = n. Entao
r=ag+aX +aX’+ - 4a, 1 X"

sendo que a; € K, para todos 0 <7 <n — 1. Desta forma,

w = h(u) = q(u) - f(u) +r(u) = q(u) - g +r(u) = 7(u) = ag + aru + agu® + - - - + a,_1u"" !,

mostrando a segunda inclusdo. Mais ainda, para cada elemento w € Klu|, os a; € K sao
unicamente determinados. De fato, se w = h(u) admite

h(u) = ag + aju + agu® + - - + ap_1u™ " = by + byu + bou® + - + by_1u" L,



4.4. Extensao de corpos 142

entao
(ap — bo) + (a1 — by)u + (ag — bo)u? + -+ + (an_1 — by_1)u" "1 = Ox.

Como f é o polinémio nao nulo de menor grau (irredutivel) tal que f(u) = Ok entéo o polinémio
do primeiro membro na tltima igualdade deve ser o polindémio nulo, isto é, (a; — b;) = Ox donde
a; = b; para todo 0 <i<n—1. [

O conjunto S = {1k, u,u?,...,u" '} é chamado de conjunto gerador (base) da extensao
K[u]. Esta é uma ideia adotada da Algebra Linear. Além disso, na Algebra Linear, o nimero
de vetores de S, no caso n, é dito dimensao de K[u| sobre K. A extensao K[u] também ¢é dita
extensao finita de K. Se u é transcendente sobre K entao o nimero de geradores ¢ infinito, isto
¢,
S = {lg,u,u? ud, ... u", ...},

e entao a dimensao de K[u] sobre K é dita infinita, e neste caso, a extensao K[u| sobre K é dita

infinita.

Corolario 4.31. Sejam p um nimero primo, u algébrico sobre Z,, e f o polinomio irredutivel

em Zy, tal que f(u) = 0r, tem grau n. Entao Z,[u] € um corpo e tem exatamente p™ elementos.

Prova. Do fato de u ser algébrico sobre Zj, temos que Zy[u] é corpo. Mais ainda, pelo teorema
anterior,

Zplu] = {ap + a1u + agu® + -+ an,lu"_l},

com a; € Zjy, para todos 0 < ¢ <n — 1. A aplicacao

n vezes

n:Zplu] — (Zp)" =Zp XLy X -+ XLy

n—1

ag+au+ -+ ap_1u = nlag+au+---+ an_lunfl) = (ap,a1,...,0ap_1)

é claramente uma aplicacao bijetora, e como (Z,)" tem exatamente p" elementos, também o

corpo Zyp[u] terd p™ elementos. O

Este corolario nos permite construir corpos com k elementos desde que k seja uma
poténcia natural de um primo qualquer, isto é, £k = p™ para algum n € N. Logicamente, para n

igual a 1 isto nao tem relevancia, pois Z, ja é corpo e tem p elementos. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.10. Vamos construir um corpo com 27 elementos. Note que 27 = 33 = p". Basta

entdo tomar o corpo Zs e u um elemento tal que u® = 1. Entao teremos
Za[u] = {a+b-u+c-u? a,bc€Zs}.

tem exatamente 27 elementos e é um corpo. Deixaremos para o leitor verificar que de fato os

axiomas de corpo s@o satisfeitos em Z3[u]. [ |

Exemplo 4.11. Para construir um corpo com 1331 elementos, basta observar que 1331 = 113 =

p", e entao consideremos Z, = Z11 e u um elemento tal que u? = 1. Temos entdo que,
Zu[u]:{a—i-b-u—i-c-uQ; a,b,cGZH},

¢ um corpo com 1331 elementos. |
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Definigao 4.32. Seja K um corpo, e K[u] a extensao de K, pela adjungao de u. Se u é algébrico
sobre K, definimos o grau da extensao Klu| sobre K, como sendo o grau do polinémio f, nao
nulo e irredutivel sobre K, tal que f(u) = Ok, e se u é transcendente sobre K, definimos entao o

grau da extensao como infinito. Denotamos o grau da extensao por [K[u] : K].

Observe que do que expomos até agora, sao equivalentes as afirmagoes:
i) u é algébrico sobre K,
i1) Klu] é extensao algébrica de K,
i11) K[u] possui dimensao finita sobre K,
iv) K[u] é extensao finita de K,
v) [K[u] : K] é finito.

Exemplo 4.12. O grau da extensdo do corpo Q[v/2] sobre Q é igual a 2, pois o polinémio
irredutivel sobre Q com raiz igual a v/2 é p(X) = X2 —2, de grau 2. Desta forma [Q[v/2] : Q] = 2.

Deixamos para o leitor verificar que p ¢é irredutivel sobre Q. [ |

Exemplo 4.13. O grau da extensao do corpo Q[{l/g} sobre QQ é igual a 4, pois o polindmio
irredutivel sobre @, com raiz igual a v/3, é p(X) = X* — 3, de grau 4. Escrevemos entdo

[Q[v/3] : Q] = 4. Deixamos para o leitor verificar que p é irredutivel sobre Q. [ |

Exemplo 4.14. O grau da extensdo do corpo Q[v/2 + /5] sobre Q, pode ser obtido observando
que o polinémio p(X) = X* —14X? + 9 ¢ irredutivel sobre Q, e satisfaz p(v/2 4+ +/5) = 0, donde
imediatamente, [Q[v2 4+ /5] : Q] = gr(p) = 4. [ |

Exemplo 4.15. O grau da extensao de C sobre R é 2. Lembremos que C = R[i], e também
p(X) = X2 +1 é o polinémio irredutivel sobre R, tal que, p(i) = 0. Assim, [C: R] = [R[i] : R] =
gr(p) = 2. u

Podemos generalizar a adjuncao de elementos a um corpo K. Se u é algébrico sobre K
entdo ja vimos que K[u] é corpo. Seja agora v algébrico sobre K. Entao v serd também algébrico
sobre o corpo K[u]. Da mesma forma, (K[u])[v] serd corpo, e serd uma extensao algébrica de
K[u]. Neste caso, K[u,v] = K[u][v] = (K[u])[v] denotard a extensao de K[u] pela adjuncao de
v, e portanto a extensao de K pela adjuncao de v e v. O préoximo resultado nos garantira que,

neste caso, K[u, v] é algébrico sobre K.

Proposicao 4.33. Sejam L, S e K, trés corpos, tais que L : S : K. Entdo, L é algébrico sobre

K, se e somente se, . € algébrico sobre S e S € algébrico sobre K. Mais ainda,

[L:K]=[L:S§]-[S:K].

Prova. Fazer esta demonstracao... O

Por indugao, podemos entao afirmar que se ug, u1, . . . , ur forem elementos algébricos so-
bre o corpo K, entao Kug, u, ..., ug] serd uma extensao algébrica de K. Mais ainda, denotando
K; = Klug, u1, . .., u;], temos

[Kk . K] = [Kk . kal] : [Kk,1 N kag] et [Kl . Ko] . [KO . K]
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Coroldrio 4.34. Se L é uma extensao algébrica sobre K, tais que [L : K] = p, com p um nimero

primo, entao nao existem corpos entre K e 1L, isto é, nao existe um corpo S, tal que, K TS C L.

Corolario 4.35. Ndo existem subcorpos proprios de C, que contém R como subcorpo proprio.

Em outras palavras, ndo existe um corpo K, tal que, R C K C C.
Prova. Imediato do corolério anterior, j& que, [C: R] = 2, é um ndmero primo. ]
Teorema 4.36. O grau da extensdo de R sobre Q € infinito. Simbolicamente, [R : Q] = oo.

Prova. Suponha, por contradigao, que o grau da extensdao em questao seja finito. Isto é, [R :
Q] = k < co. Consideremos u = ¥/2, e o polinémio p = X* — 2, que é polinémio irredutivel em
Q[X], e satisfaz p(u) = p(v/2) = 0. Sendo assim, Q[+/2] é um corpo e portanto uma extensio
algébrica de Q sendo o grau desta extensio igual a k, isto é, [Q[/2] : Q] = k. Mais ainda, Q[+/2]

é um subcorpo de R. Do teorema (4.33), temos que,

R:Q]=[R:Q[V2]]-[Q[V2]: Q] = [R: Q[V2]- k.
Mas como [R : Q[+/2]] > 1, entdo [R : Q] > k. Contradicdo com a suposicdo [R : Q] = k. O
Definicao 4.37. Seja L uma extensao de K. Se existir a € L, tal que, L = K[a], entao o corpo

LL é dito uma extensao simples de K.

Observe que uma extensao simples nao é sempre evidente. O corpo Q[\/i, \/5] é uma
extensao simples sobre Q. De fato, Q[\/i, \/5] = Q[ﬁ + \/5] Para ver isto, lembremos que
Q[V2, /5] = (Q[v2])[v/5]. J& mostramos que

QV2] = {a+bv2; a,beQ},

e sabemos que

QV2)[V5] = (QIV2)IVE] = {f(v5): [ e (QIV2)IX]}.

Mas dado qualquer f € (Q[v/2])[X] existem polinémios ¢(X) e r(X) em (Q[v/2])(X),
tais que f(X) = (22 —5)q(X) +r(X) com r(X) = 0 ou gr(r) < 2. Desta forma r(X) = mX +n
com m,n € Q[v/2]. Segue que

F(X) = (2 = 5)q(X) +1(X) = (2% = 5)¢(X) + (mX +n),

e portanto

F(V5) = ((V5)? = 5)q(V5) + (mV5 +n) = (mv/5 +n),

donde segue que

QV2I[V5] = {mV5+n; m,n e QV2]}
= {(a +bV2)V5 + (¢ + dV2); a,b,c,d € Q}
= {aV5+ V10 +c+dV?2; a,b,c,d € QY = QV2+ V5.

Defini¢ao 4.38. Um corpo K é dito algebricamente fechado, se todo polinémio f € K[X], com

gr(f) > 1, tem pelo menos uma raiz v em K.



4.4. Extensao de corpos 145

Esta definicao equivale a dizer que todo polinémio f € K[X] tem todas as suas raizes
em K. De fato, se f tem uma raiz ug € K, entao ji sabemos que, f é divisivel por (X — ug),
isto é, f = qo - (X —up). Mas gp é também um polinémio em K[X], que por sua vez, de acordo
com a defini¢do, também tem uma raiz em uy € K. Isto é, gg = ¢1 - (X — u1). Procedendo desta

forma, até que qx1+1 = a um polindmio constante, teremos
f:q0q1q2 ..... qka:(X_uO)(X_ul)(X_uQ) ..... (X_Uk>0/7
onde vemos que f tem todas as suas raizes uo, ..., u; em K.

Lema 4.39. Seja K um corpo. K € algebricamente fechado, se e somente se, todo polinémio

irredutivel, unitdrio, e ndo constante de K[X], é da forma (X — a), onde a € K.

Prova. Suponha entao K algebricamente fechado. Seja f um polinémio arbitrario, irredutivel,
unitdrio e nao constante, em K[X]. Entao da definigao de corpo algebricamente fechado, existe
um u € K tal que f(u) = Og. Logo do coroldrio (3.68) temos que f é divisivel por (X — u), isto
é, f =q- (X —u). Mas como f é irredutivel sobre K, entao segue da defini¢ao de irredutibilidade

que g é constante. Como f também ¢é unitario, segue que f = (X — u).

Suponha agora que todo polinémio nao constante, irredutivel e unitédrio, seja da forma

(X —a). Dado f € K[X] arbitrario, entao pelo principio da fatoragao tnica,

onde k € K é constante, e os fatores ¢; € K[X], para 1 < i < n, sdo irredutiveis e unitarios. Pela

nossa hipétese, ¢; = (X — a;), com a; € K para cada i. Entao,
f=k - (X—a) (X —as)--- (X — an),

donde vemos claramente que f tem pelo menos uma raiz (um dos a;) em K. Logo K é algebri-

camente fechado. O

Defini¢ao 4.40. Um corpo L é dito um corpo de decomposi¢ao de um polinémio f € K[X] se
L é o menor corpo que contém todas as raizes de f. O corpo de decomposi¢cdo do polinémio
f € K[X] é denotado por Gal(f,K)!.

O corpo de decomposi¢ao de um polinémio f € K[X] pode ser construido. Se f é
um polinémio de grau n, com coeficientes em K, e uq,u9,--- ,ur sdo as k raizes de f que nao
estao em K, por um processo repetitivo, fazemos a adjuncao de cada um dos elementos u;, para
i=1,2,...,k, ao corpo K. Obtemos assim o corpo K[uy, ug, ..., ux|, que é um corpo que contém
todas as raizes de f. Entretanto este processo pode nos levar a adjunc¢ao de elementos “repetidos”

ao corpo K. Como exemplo, citamos o caso de encontrar o corpo de decomposicao do polinémio

f(X) = X% —2¢€ Q[X]. As raizes de f sdo v/2 e —/2, entretanto, Q[v/2, —v/2] = Q[v2].

Terminar esta secao

!Esta notacéo é devida a Galois. Veja apéndice A, nota A.3.



Capitulo 5

Construcao com régua e compasso

Desde os tempos antigos, sempre houve problemas que intrigaram os matematicos.
Alguns destes problemas, mantiveram os estudiosos de sua época, e as vezes de épocas vindouras,
trabalhando por muito tempo para conseguirem solugoes. Certos problemas foram resolvidos, e

outros foram ditos (e provados) impossiveis de serem resolvidos.

Dentre estes problemas figuram trés em que os gregos da antiguidade desejavam solugao.
Sao eles: a quadratura do circulo, que consiste em obter um quadrado com area igual a area de
um circulo dado; a duplicacao do cubo, que consiste em dado um cubo qualquer, construir um
segundo cubo com volume igual ao dobro do primeiro; e a trisseccao do angulo, que consiste em

dividir um angulo qualquer em trés angulos de igual medida.

O detalhe para a solugao destes trés problemas, é que os gregos da época, s6 usavam a
régua nao graduada (sem marcas) e o compasso, como instrumentos de construcao da geometria.
Eles acreditavam que somente a reta e o circulo eram figuras geométricas perfeitas. Parecem
trés problemas simples. Entretanto, hoje é sabido que tratam-se de problemas impossiveis de

serem resolvidos apenas com régua e compasso.

Apesar disto, a construcao geométrica com régua e compasso, estd longe de ser inutil.
Muitas construgoes geométricas sao possiveis apenas com régua e compasso, entre eles, podemos
citar a obtencao de um triangulo com area igual a drea de um poligono dado, a construcao de
retas paralelas ou perpendiculares a uma reta dada, passando por um ponto dado, a bisseccao de
um angulo qualquer, a construcao do ponto médio de dois pontos dados, divisao de um segmento

de reta em partes iguais, a construcao de certos poligonos convexos regulares.

O objetivo desta secao é mostrar como a dlgebra garante a impossibilidade de solugao
para os trés problemas citados acima. Claro que antes disto, precisamos conhecer alguns outros

fatos.

5.1 Pontos, retas e circunferéncias construtiveis

Definicao 5.1. Consideremos £ um subconjunto do plano R? e suponhamos que E possui pelo

menos 2 pontos. Dizemos que é construtivel a partir de E,

146
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i) Toda reta que passa por 2 pontos de E.
1) Toda circunferéncia que tem como centro um ponto de F e que passa outro ponto de E.

iii) Todo ponto de R? que é a interseccio de duas retas distintas, ou de uma reta e uma

circunferéncia, ou de duas circunferéncias distintas, construtiveis a partir de E.

Um ponto obtido como descrito no item (4i7) da defini¢ao anterior, é chamado de ponto
construtivel a partir de FE. E comum também dizer que um tal ponto é construtivel por meio
de régua e compasso a partir de E. Isto se deve ao fato de que as intersecgoes sao obtidas
somente com retas ou circunferéncias que somente podem ser tracadas com régua e compasso

respectivamente. O conjunto dos pontos construtiveis a partir de E serd denotado por S(FE).
Proposigao 5.2. Seja E C R? com pelo menos dois pontos. Entio E C S(E).

Prova. Seja P € E. Como FE possui pelo menos dois elementos, existe Q € E com Q) # P.
Neste caso, a reta r determinada por P e ) é construtivel a partir de E. A circunferéncia o de
centro () passando por P ¢é construtivel a partir de £. Como P € r N «, concluimos que P é
construtivel a partir de F, logo P € S(E). O

Definicao 5.3. Dados dois pontos P,Q € R?, definimos d(P; Q) como sendo a distancia (Eu-
clidiana) entre P e Q. De outra forma, se P = (z,y) e Q = (a,b), entao

d(P;Q) = /(x —a)? + (y — b)%.
Proposicao 5.4. Se E € finito entao E # S(E).

Prova. Seja P um ponto de E e seja @ € E tal que d(P; X) < d(P;Q) para todo X € E. Em
outras palavras tomamos ) como sendo o ponto de E que possui a maior distancia Euclidiana
de P. A reta r que passa por P e () é construtivel a partir de E e a circunferéncia « de centro
Q@ e que passa por P também é construtivel a partir de E. A reta r e a circunferéncia « se
interseptam em dois pontos sendo um deles o préprio P. Assim r Na = {P, Py}, com Py € R2.
Entao, Py é construtivel a partir de E. Como d(P; Fy) = 2d(Q; P) > d(Q; P), concluimos que

Py ndo pertence a E, mas evidentemente temos Py € S(E). O

Consideremos agora o conjunto Eg = {(0,0),(1,0)} C R? e para todo natural n con-
sideremos FE,+1 = S(E,). Temos entao que E, C S(E,) = E,+1 e E, # E,+1. Designemos
H=\J En, e

neN
i) todo ponto do conjunto H serd denominado ponto construtivel;

i1) toda reta construtivel a partir de H serd denominada reta construtivel;

ii1) toda circunferéncia construtivel a partir de H serd denominada circunferéncia construtivel.

Podemos afirmar que todo ponto construtivel (a partir de H) ainda pertence a H, ou
seja, S(H) C H. De fato, suponha que P € S(H), isto é,

i) P ¢ a insersecgao entre duas retas construtiveis;
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1) P é a interseccao entre uma reta e uma circunferéncia construtiveis;

iii) P é a intersecgao entre duas circunferéncias construtiveis.

Abordaremos apenas o caso (i) pois os outros dois casos serao andlogos. Supondo que
ocorre (i), temos que existem r e s duas retas construtiveis tais que P € r N's. Mas como r é
uma reta construtivel, existem pontos @1, Q2 € H que determinam r. Da mesma forma, existem
pontos My, My € H que determinam s. Mas Q1,Q2, M1, M> € H e H sendo a uniao de todos
os conjuntos E,,, existem entao ni,na,n3,ns € N de forma que Q1 € E,,, Q2 € E,,, M1 € E,,
e My € E,,. Como E, C S(E,) = E,4+1 para qualquer n, entao Q1,Q2, My, My € Ej, sendo
k = max{ni,n2,n3,ng}. Isto significa que r e s sdo duas retas construtiveis a partir de Ej. Como
P é o ponto de interseccao de 2 retas construtiveis a partir de Ey, entdo P € S(Ey) = Ex41 €
portanto ainda um ponto de H ji que Ey,1 C H. Segue que S(H) C H. Procedimento andlogo

se considerarmos (ii) ou (47).

Note que como ja haviamos provado que H C S(H), entdo temos precisamente a
igualdade entre estes dois conjuntos. De outra forma, S(H) = H. Naturalmente, em virtude da

proposi¢ao 5.4, temos que H é um conjunto infinito.

Chamaremos a intersecao de duas retas construtiveis, a intersecdo de uma reta cons-
trutivel com uma circunferéncia construtivel e a intersecao de duas circunferéncias construtiveis
de operacoes elementares em H. Podemos dizer também que um ponto P € R? é construtivel a

partir de H se pudermos obter P através de alguma dessas operacoes elementares em H.
Proposicao 5.5. Os eixos coordenados Oz e Oy sao retas construtiveis.

Prova. O eixo Ox é construtivel pois é a reta determinada pelos pontos (0, 0) e (1, 0) pertencentes
a Ey. O ponto (—1,0) pertence a interseccao do eixo Ox com a circunferéncia o de centro (0,0)
e que passa pelo ponto (1,0). Logo (—1,0) é construtivel. Considerando a1, a circunferéncia de
centro (—1,0) que passa por (1,0) e ag, a circunferéncia de centro (1,0) que passa por (—1,0),
os pontos de intersecdo eentre a e ao sao construtiveis e esses pontos pertencem ao eixo Oy.

Assim o eixo Oy é construtivel. O

Proposigao 5.6. Sejam a € R e A = (a,0), B=(0,a), C = (—a,0) e D = (0,—a) pontos de

R2. Se qualquer um destes pontos for construtivel, entdo os outros trés pontos sGo construtiveis.

Prova. Se a = 0 entao o resultado é 6bvio ja que os quatro pontos coincidem. Consideremos
entdo a # 0 e que qualquer um destes quatro pontos seja construtivel. Note que a circunferéncia
construtivel « de centro (0,0) e que passa por este ponto construtivel, passa pelos outros trés
pontos e que estes outros trés pontos sao as interseccoes de o com os eixos coordenados Oz e

Oy. Sendo estes eixos construtiveis, os outros trés pontos sao construtiveis. ]
Proposigao 5.7. Se A = (a,0) € R? € construtivel, entdo (a,a) também é construtivel.

Prova. Se a = 0 nao ha o que provar, ji que neste caso (a,0) e (a,a) coincidem. Suponha entao
a # 0. O ponto B = (0,a) é também construtivel, logo a circunferéncia ay de centro A = (a,0)
e a circunferéncia oy de centro B = (0,a) que passam por (0,0) sdo construtiveis. Além disso

a1 e ag se interceptam nos pontos (0,0) e (a,a). Segue que (a,a) é construtivel. O
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5.2 Numeros reais construtiveis

Defini¢do 5.8. Um ntimero real a é construtivel se, e somente se, o ponto (a,0) € R? for

construtivel.

Note que em decorréncia da proposicao 5.6 um numero real é construtivel se e somente
se qualquer um dos pontos A = (a,0), B = (0,a), C = (—a,0) ou D = (0, —a) for construtivel.
E comum também dizer neste caso que o numero real a é construtivel por meio de régua e

CcoOmpasso.

Exemplo 5.1. Lembrando que Ey = {(0,0),(1,0)} temos claramente que os pontos (0,0)
e (1,0) pertencem a H. Logo pela definigdo anterior, os nimero 0 e 1 sdo construtiveis. A
circunferéncia de dentro (0,0) que passa pelo ponto (1,0) intercepta o eixo Oz no ponto (—1,0).
Segue que o ponto (—1,0) é construtivel e portanto o nimero -1 também é construtivel. Por
inducao, a circunferéncia de centro em (£n,0) que passa pelo ponto (+(n — 1),0) intercepta o
eixo Ox no ponto (+£(n+1),0). Segue que os pontos (n+1,0) e (—(n+1),0) sdo construtiveis e
portanto os nimeros n+ 1 e —(n + 1) também sao construtiveis. Desta forma todos os nimeros

inteiros sao construtiveis. |

Proposicao 5.9. Se A e B sdo pontos construtiveis distintos, entdo o ponto médio M do
segmento AB € construtivel e as retas perpendiculares a AB passando pelos pontos A, B e M

também sao construtiveis.

Prova. Consideremos duas circunferéncias, a1 e asg, construtiveis centradas em cada um dos
pontos A e B respectivamente, e passando pelo outro. Estas duas circunferéncias se interceptam
em dois pontos My e Ms. Seja r a reta que contém estes pontos M7 e Ms. Esta reta r intercepta
o segmento AB em M o ponto médio de AB. Segue que o ponto M, ponto médio do segumento
AB é construtivel. Além disso a reta r perpendicular a AB passando por M é construtivel.
Agora consideremos s a reta que contém A e B. A reta s intercepta a circunferéncia a; em B
e outro ponto que chamaremos de C'. O ponto A é o ponto médio do segmento CB e portanto,
pelo passo anterior, a reta perpendicular a AB que passa por A é construtivel. Também a reta s
intercepta a circunferéncia as em A e outro ponto que chamaremos de D. O ponto B é o ponto
médio do segmento AD e pelo primeiro passo, a reta perpendicular a AB passando pelo ponto

B é construtivel. O

Corolario 5.10. Se A e B sdo pontos construtiveis distintos, e M € um ponto construtivel
qualquer do segmento AB entdo a reta perpendicular a AB passando pelo ponto M também é

construtivel.

Prova. Consideremos a reta r que passa por A e B e a circunferéncia « construtivel centradas
em M e que passa por A. Esta circunferéncia intercepta r em dois pontos sendo um deles o
préprio ponto A, e um outro ponto que chamaremos C. O ponto C é construtivel e o ponto M é
agora o ponto médio do segmento AC. Pela proposicao anterior, a reta perpendicular ao ponto

M ¢é construtivel. O

Proposicao 5.11. Sejam A e r, respectivamente um ponto construtivel e uma reta construtivel
com A € r. Se B € outro ponto construtivel qualquer, entdo existe uma reta s construtivel que

contém B e € paralela a r.



5.2. Numeros reais construtiveis 150

Prova. Se B estd sobre a reta r entao nao ha o que mostrar, pois neste caso, a reta s procurada é a
prépriareta . Se B nao pertence a r entao seja « a circunferéncia construtivel centrada em A que
passa por B. Esta circunferéncia intercepta a reta r em dois pontos construtiveis. Escolhemos
um destes pontos e o chamaremos de C. Sejam (31 e (B9 as circunferéncias construiveis centradas
respectivamente em B e C' que passam por A. As duas circunferéncias 1 e (2 se interceptam
em dois pontos sendo um deles o préprio ponto A e um outro ponto que chamaremos de D. A

reta s que passa por B e D é uma reta construtivel, paralela a s, e que contém B. ]

Proposicao 5.12. Sejam A e r respectivamente um ponto construtivel e uma reta construtivel
com A € r. SeC e D sdo pontos construtiveis entdo existe um ponto construtivel B tal que

B €1 e os segmentos AB e CD possuem o mesmo comprimento.

Prova. Seja s a reta construtivel que passa por A e C. Seja « a circunferéncia construtivel de
centro em C e que passa por D. Tomemos P um ponto construtivel qualquer desta circunferéncia
a, que nao percence a s. Este ponto pode ser o proprio ponto D caso D nao pertenca a s.
Independentemente de D pertencer ou nao a reta s, um tal ponto P sempre existe. Pode-se
tomar P como sendo a interseccao entre a e a reta construtivel perpendicular a s que passa
pelo ponto construtivel C'. Pelo ponto construtivel P, tomamos a reta construtivel ¢, paralela
a s que passa por P, e tomamos também a reta construtivel u, que passa por A e é paralela a
reta construtivel que contém o segmento C'P. Seja R o ponto construtivel, interseccao entre as
retas u e t. O segmento AR possui o mesmo comprimento que o segmento C'P que por sua vez
possui o mesmo comprimento do segmento C'D. Basta agora tomar a circunferéncia construtivel
B centrada em A que passa por R. Esta circunferéncia intercepta a reta r em dois pontos.

Qualquer um destes dois pontos pode ser o ponto B procurado. ]

Proposicao 5.13. (i) Sejam A, B e C 3 pontos construtiveis nao alinhados. Entao existe um
ponto construtivel D tal que A, B, C e D formam um paralelogramo. Em particular a reta

passando por C e paralela ao segmento AB € construtivel. (ii) Um ponto A = (a; b) 2 R2 é

construtivel se e somente se as suas coordenadas a; b 2 R sao numeros construtiveis.

Prova. Demonstracao. Figura 2.11: Construgéao de um paralelogramo e retas paralelas cons-
trutiveis. (i) Sejam r e s as retas suportes, respectivamente, dos segmentos AB e CA. Aplicando
o item (ii) da proposigao anterior para B 2 r encontramos um ponto construtivel Z 2 r tal que j
BZ j=j AC j e aplicando o mesmo resultado para C 2 s encontramos um ponto construtivel Y 2
s tal que j CY j=j AB j. Agora o ponto D é encontrado, como na figura acima, interceptando as
circunferéncias a1 de centro B e passando por Z e a2 de centro C e passando por Y . (ii)): Seja
A = (a; b) um ponto construtivel e sejaM o ponto médio do segmento OA. Segue da geometria
elementar que o ponto A0 = (a; 0) ¢ intersegao a reta OU e da circunferéncia C de centro M
passando por A como na figura 2:12. 15 Achando o ponto A0 = (a; 0) pertencente a reta OU,
pelo intem (ii) da proposi¢ao anterior encontra-se o ponto B0 = (b; 0) tragando a partir de O a
circunferéncia de raio j AOA j. Figura 2.12: Pontos construtiveis e coordenadas de pontos com
ntimeros construtiveis. (: Reciprocamente suponhamos a e b construtiveis, isto é, (a; 0) e (b; 0)
2 H. E fdcil ver que a reta determinada por 0 e por (0; 1) é construtivel. Assim constréi-se (0;
b) a partir de (b; 0). Como podemos tragar paralelas ou perpendiculares, segue a construgao de

(a; b) a partir de (a; 0) e (0; b). Isto prova a proposigao 2.9. O
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Observe que por esta proposicao, os niimeros construtiveis sao exatamente as coorde-

nadas dos pontos construtiveis.
Teorema 5.14. S = fu 2 R : u construtivel g é um subcorpo de R contendo Q.

Prova. Demonstragao. Sabemos que Z C S, pois foi mostrado no exemplo 2.7. Agora precisamos
mostrar que: (a) x;y2S)y. x2S (b)x;y2S)xfi28S.(¢c)06=285)128S.16 Figura 2.13: O
conjunto dos nimeros construtiveis é subcorpo. Assumindo sem perda de generalidade, fi >> 0.
Seja A = (; 0) e B = (fi; 0). Pelo item (ii) da proposi¢ao 2.8 segue que podemos construir Z a
direita de O sobre a reta OU tal que j OZ j=j AB j e isto quer dizer que Z = (fi .. ; 0). Isto
demonstra (a). Observe que existem retas construtiveis contendo O além das retas OU e OT
onde T = (0,1). Seja r uma reta construtivel como na figura 2:12 e sejam A1;B1 2 r construidos
de modo que j OA1 j=j OA j=, e BB1 seja paralela a UA1. Por semelhanga de tridngulos temos
que 1 = jOB1j fi e isto nos diz que j OB1 j= fi e dai segue que fi é construtivel. Considere a
figura 2:13, seja Ul 2 r tal que j OU1 j =1 e Z 2 OU tal que ZU1 seja paralela a UA1. Segue da
semelhanca de triangulos que j OZ j= 1 e portanto 1 é construtivel e isto demonstra o teorema
2.10. ]

Proposicao 5.15. Se r a 0 é um numero construtivel entdo p r também é construtivel. Em

particular 2i p m é construtivel, para todo i;m 2 N.

Prova. Seja R = (r; 0) e seja R1 = (1 + r; 0) como na figura 2:14. 17 Figura 2.14: p r é
construtivel. Assim, como r é construtivel segue que R e R1 sdo construtiveis. Seja s a reta
construtivel perpendicular a OU passando por U e seja M o ponto médio do segmento ORI.
Seja « a circunferéncia de centro M e seja Z 2 s «. Pela geometria elementar, o ponto Z 2 H,
como na figura 2:14, é tal que j UZ j= p r. Assim pelo item (ii) da proposigao 2.9 segue que p r

¢é construtivel. O

Proposicao 5.16. Seja S o corpo dos numeros construtiveis. Se L € um subcorpo de S, M €
subcorpo de R e L C M e [M : L] 2, entao M C S.

Prova. Demonstracao. Supondo que [M : L] =2. Se x 2 M e x nao pertence a L, entdo M = L[x]
e o polindbmio minimo de x sobre L tem grau 2, logo x é construtivel e portanto x 2 S, entao
M = L[z] C S. 0

Definigao 5.17. definigao 2.13. Diremos que toda sequéncia de subcorpos de R que satisfaz
(i), (ii) e (iii) é uma sequéncia admissivel para u. (i) SO =Q C S1 C S2 C ::: C Sm..1 C Sm,
(i) [Sj : Sj..1] 2 para j = 1; 2; ::;;m, (iii) u 2 Sm.

Lema 5.18. lema 2.14. Afirmaremos que se u e v $Go dois numeros reais e se existem sequéncias
admissiveis para u e para v, entao existe uma mesma sequéncia admissivel tanto para u como

para v.

Prova. Demonstragao. Suponha (Sj), j=0,1,...,m; sequéncia admissivel para u e (Li), i=0,1,...,n;
sequéncia admissivel para v, temos que Li = Li..1(ci); i = 1; 2; :::; n onde ci é algébrico de grau
menor ou igual a 2 sobre Li. Consideremos a sequéncia (Mr)Orm de subcorpos de R definidas
por: Mr = Sr para r = 0; 1; ::;;m. Mm+s = Mm+s..1(cs) para s = 1; 2; ::;; n. Temos que
Mm+1 = Mm(cl) = Sm(cl) SO(cl) = L1. E como cl é algébrico de grau 2 sobre Mm = Sm, logo



5.2. Numeros reais construtiveis 152

[Mm +1: Mm] 2. Analogamente Mm+2 = Mm+1(c2) L1(c2) = L2 e como ¢2 é algébrico de
grau 2 sobre Mm+1 L1, logo [Mm+2: Mm+1] 2. Por indugao obtemos [Mm+s: Mm+s..1]
2 para s = 1; 2; ::1; n. Portanto, a sequéncia (Mr) para 0 r m + n satisfaz as condigoes (i) e (ii)

e assim u; v 2 Mm+n, logo esta sequéncia é admissivel tanto para u como para v. ]

Por indugéao completa, demonstra-se que se V' é um subconjunto finito e nao vazio de
R e se existe uma sequéncia admissivel para cada elemento de V', entao existe uma sequéncia

admissivel simultaneamente para todos os elementos de V.

Teorema 5.19. Um numero u € construtivel, se e somente se, existe wma sequéncia admissivel

para u.

Prova. Demonstracao. Supondo (i), (ii) e (iii) da defini¢do de sequéncia admissivel satisfeitas e
considerando o conjunto N de todos os niimeros naturais i 2 [0;m] tais que Si C S, onde S é o
conjunto dos ntmeros construtiveis. Temos que 0 2 N pois SO = Q. Vamos supor que t 2 N e t
i m. De t 2 N segue que St C S e como [St + 1 : St] 2, segue por 2.12 que St+1 C S, entdao t +
1 2 N. Logo N = [0;m], de onde vem que Sm C S. Como u 2 Sm, segue que u 2 S e portanto u
é construtivel. Vamos demonstrar a reciproca. Suponha que o nimero real u seja construtivel,
logo (u; 0) é construtivel, isto é, (u; 0) 2 H = S1 n=0 En. 19 Podemos supor que u 6= 1 e u
6= 0, senao bastaria escolher m = 0 e SO = Q. Portanto existe um nimero natural n o 1 tal
que (u; 0) 2 En e (u; 0) ndo pertence a En..1. Demonstrando por induc¢do completa sobre n «
1 que se (a; b) 2 En, entao pelo lema 2.14 existe uma sequéncia admissivel para a e b. Assim:
Para n = 1 temos: E1 = £(0; 0); (1; 0); (..1;0); (2;0); (12;p32);(12;.. p32)g, logo
basta tomar SO = Q; S1 = Q( p 3). Vamos supor n > 1 e que o teorema acima seja verdadeiro
para n..1, isto é, que para todo (c; d) 2 En..1, existe uma sequéncia admissivel para todas as
coordenadas dos elementos de En..1(En..1 é um conjunto finito). Por hipdtese temos: Figura
2.15: Operagoes elementares. onde Pi = (ci; di) 2 En..1 para i = (1; 2; 3; 4), logo ci; di 2 Sm
para i = 1; 2; 3; 4. Consideremos agora cada um dos trés casos acima separadamente. 20 1) As
retas r e s sdo distintas e se cortam no ponto (a; b). As equagdes de r e s sdo: r: (dl .. d2)x +
(2 .. cl)y 4+ (cld2 .. c2d1l) =0, s : (d3 .. d4d)x + (c4 .. ¢3)y + (c3d4 .. c4d3) = 0, onde os
coeficientes sdo elementos do corpo Sm e o determinante dos coeficientes das incégnitas é nao
nulo pois as retas r e s se cortam no ponto (a; b). Como (a; b) é a tnica solugao desse sistema,
resulta imediatamente que a e b pertencem a Sm e entao (Sj)0jm é a unica sequéncia admissivel
para a e b. 2) O ponto (a; b) pertence & intersecgao da reta r de equagao (d1 .. d2)x + (c2 ..
cl)y + (c1d2 .. ¢2d1) = 0 com a circunferéncia « de equagao (x .. ¢3)2 + (y .. d3)2 = (c4 ..
c3)2 + (d4 .. d3)2. Calculando y em funcao de x a partir da primeira equagao supondo cl 6=
c2 e substituindo esse valor resultante na segunda equacao obtemos uma equacao da forma x2
+ Ax + B=0onde A:B2 Sm. Entaox2 + Ax + B=0) (x + A=2)2=A24 .. B. Como (x +
A=2)2 a0) A2.4B 4« 0) A2 .. 4B « 0. Dai resulta que x 2 Sm+1 = Sm( p A2 .. 4B), logo
y 2 Sm+1. Como [Sm + 1 : Sm]| 2, concluimos que (Sj); 0 j m + 1 é uma sequéncia admissivel
para a e b. 3) Este caso pode ser reduzido ao anterior, pois o ponto (a; b) pertence a intersec
¢ao de circunferéncia o de equagao (x .. ¢1)2 + (y .. d1)2 = (¢2 .. ¢1)2 + (d2 .. d1)2 = r2 com
a reta de equagao 2(c2 .. cl)x + 2(d2 .. dl)y =r21 .. r22 .. ¢21 .. d21 4 ¢22 + d22 onde 12 é

o raio da circunferéncia d com os coeficientes pertencentes a Sm. O
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Teorema 5.20. teorema 2.16. Todo niumero real construtivel u € algébrico sobre @ e o grau de

u sobre @) € uma poténcia de 2.

Prova. Demonstracao. Se u é construtivel, entao existe uma sequéncia (Sj)0jm de subcorpos de
R que satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da defini¢ao 2.13. Temos que Sm é uma extensao finita
de Q e [Sm : Q0] 2, logo u 2 Sm é algébrico sobre Q e o grau de u sobre Q) é divisor de 2m pois
[Sm : S0] = [Sm : Sm..1][Sm..1 : Sm..2] ::: [S1 : Q] 2m de onde resulta que o grau de u sobre

Q é uma poténcia de 2. O

Revisar esta secao...

5.3 Duplicacao do cubo

Fazer esta secao...

5.4 Quadratura do circulo

Fazer esta secao...

5.5 Trisseccao do angulo

Iniciar esta secao...

Apesar do que vimos aqui, ¢ devido a Arquimedes um processo para trissectar qualquer
angulo usando régua graduada e compasso. Mais precisamente, basta que a régua tenha dois

pontos marcados. Apresentaremos a seguir a construcao de Arquimedes.

Dado um angulo AOB , marque B’ sobre o segmento OB, de tal forma que a distancia
de O a B’ seja igual a distancia entre dois dos pontos marcados na régua. Em seguida, construa

a circunferéncia de centro O e que passa por B’.
Colocar figura ...

Considere a reta r determinada pelo segmento OA. Coloque um dos pontos marcados
na régua (digamos M) sobre a reta r, e o outro ponto da régua (digamos V) sobre a circunferéncia

e de forma que a régua ainda passe por B’. Trace o segmento M B’.
Colocar figura ...

Com esta construcao, o angulo OMB' tem medida igual a um terco da medida do

angulo dado AOB = AOB'. Vamos fazer esta verificagao.

No que se segue, usaremos a mesma inscricao para designar um angulo ou sua medida,
e também a mesma inscri¢ao para designar um segmento e a medida deste segmento, e usaremos

o sistema de medida de angulo em graus. Acompanhe a demonstragdao com a figura abaixo.

Colocar figura ...
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Designemos o angulo dado AOB por «a, e o angulo O]\/ZB’, por 5. Notemos primeiro

que OB’ = ON = MN, pois sao segmentos com medidas iguais a distancia entre as marcas
da régua. Sendo assim, o tridngulo M NO é isésceles, e entao MON = 5, e portanto MNO =
180° — 265. Segue que ONB' = 25. Além disso, o tridngulo ONB' ¢ is6sceles também, e por
isso, OB'N = 2(4. Por outro lado, temos que NOB' = 180° — a — B. Com estas informagoes,

temos que,

NOB' + ONB' + NB'O = 180°,

ou equivalentemente
180° —a— B+ 28 + 28 = 180°.

a

Segue que —a + 33 = 0 e portanto = 3.



Capitulo 6

Construcao do corpo ordenado dos

numeros reais

Neste capitulo.... Fazer uma introducao do capitulo...

6.1 Construcao axiomatica dos niimeros naturais

Comegamos esta secdo postulando a existéncia de um conjunto que satisfaz certas

propriedades axioméaticas. Tais axiomas sao conhecidos como axiomas de Peano.

Postulado 6.1. Postulamos a existéncia de um conjunto P nao vazio e de uma aplicacao
s:P — P, que a cada x € P associa o elemento s(x) € P, satisfazendo os seguintes axiomas:
P; (axioma da infinidade) A aplicagao s é injetiva mas nao sobrejetiva.
P;; (axioma da indugao) Se S C P com S ¢ s(P) e s(S) C S, entao S = P.

Observe que da nao sobrejetividade de s segue que existe (pelo menos) um elemento
em P que nao estd na imagem I'm(s) = s(P). Também, da injetividade de s, temos uma bijecao
entre P e s(P) C P. Mas nao é possivel bije¢ao entre um conjunto finito X e um subconjunto
proprio de X. Segue que P nao ¢ finito, e dai o fato de o axioma P; ser conhecido como axioma
da infinidade.

A aplicagao s associada a P é chamada aplicacao sucessor, e o elemento s(x) € P é dito
elemento sucessor do elemento z € P. Como P — s(P) é nao vazio existe z € P de forma que
x & s(P), isto é, existe um elemento de P que nao é sucessor de elemento algum de P. Vamos

mostrar que tal elemento é tinico.
Proposicao 6.2. O conjunto P — s(P) possui um inico elemento.

Prova. Seja e € P —s(P), isto é, e € P e e ¢ s(P), e consideremos o conjunto

X ={e} Us(P).

Assim, como e € P e s(P) C P, temos que X C P. Por outro lado, X ¢ s(P) ja que
e€ X ee ¢ s(P). Também, como X C P, entdao s(X) C s(P) C {e} Us(P) C X. Segue do

155
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axioma Pj; que X = P, isto é, P = {e} Us(P) e portanto existe um tinico elemento que pertence

a P e nao pertence a s(P). O

Deste ponto em diante, o elemento e da proposicao anterior, serd chamado de zero de
P, e denotado por Op, ou simplesmente 0. E o Unico elemento que nao é sucessor de nenhum

elemento de P, isto é, o tnico elemento que pertence ao conjunto P — s(P).

Os axiomas Pj e Py podem ser substituidos por axiomas alternativos, para agora

contemplar a existéncia (e unicidade) do elemento 0 € P — s(P).

Postulado 6.3. Postulamos a existéncia de um conjunto P, com um elemento 0 € P, e uma
aplicagao s : P — P, satisfazendo

P1) 0 ¢ s(P).

P2) s é injetiva.

P3)Se X CPcom0e€ X es(X)CX,entao X =P.

Vamos mostrar que os dois postulados sao equivalentes.
Proposicao 6.4. Os postulados 6.1 e 6.3 sdo equivalentes.

Prova. Suponha entao vélidos Pj e Py;. P2 é consequéncia imediata de Pj. A proposigao 6.2
garante P;. Para mostrar Pg, seja X C P tal que 0 € X e s(X) C X. Entao como 0 € S e
0 & s(P) entao X ¢ s(P). Entao temos X C P com X ¢ s(P) e s(X) C X, e do axioma Pjy;

temos que X = P, o que prova Pg.

Suponha agora P1, Py e Pg vélidos. De Pg, s é injetiva e como 0 € P com 0 ¢ s(P)
temos que P ¢ s(P) donde s nao é sobrejetiva, e isto garante P;. Para mostrar Pj;, seja X C P
com X ¢ s(P)e s(X)C X. Como X ¢ s(P) entao existe x € X C P com x ¢ s(P) e assim,
x € P — s(P). Mas o tnico elemento de P que nao estd em s(P) é 0, donde x = 0. Assim,
X CP,comx=0¢€ X e s(X)CX. De Pg temos que X = P, o que prova Pj;. O

Dentre todos os conjuntos e aplicacoes que satisfazem os axiomas de Peano, escolhemos
um destes conjuntos e uma destas aplicacoes e deste ponto em diante os citaremos como o
conjunto N e a aplicacao s. O conjunto N escolhido é chamado conjunto dos niimeros naturais
e os seus elementos sdo chamados de nimeros naturais. O conjunto N* = s(N) é chamado de
conjunto dos niimeros naturais positivos. O nimero 0 é o (\inico) nimero natural que satisfaz

0 e N—s(N).

Vamos dotar este conjunto de operacoes e mostrar que estas operacoes satisfazem pro-
priedades importantes. Primeiro vamos definir uma adigdo em N. Como N = {0} U s(N) entao
vamos definir a adi¢ao sobre N definindo indutivamente, primeiro sobre {0} e depois sobre ele-
mentos de s(N).

Definigao 6.5. A adicao em N é a operagao que a cada par de nimeros naturais n e m, associa

o numero natural representado por n + m, chamado de soma de n com m e dado por

i) n+0=mn, sem=0¢s(N), e

ii) n+ s(p) = s(n+p), se m = s(p) € s(N).
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No que se segue vamos provar que a adigao em N possui elemento neutro, é comutativa,

associativa e vale a lei do cancelamento.

Teorema 6.6. A adicdo em N admite elemento neutro, isto é, existe e € N, tal que e4+a =a =

a + e para qualquer a € N.

Prova. O elemento neutro e da adigao, se existir deve ser Unico, e deve satisfazer e+a = a+e =a
para qualquer a € N. Desta forma, o item (i) da definicao da adigao, nos diz que se algum
elemento neutro existir, este elemento deve ser 0. Vamos entao mostrar que 0 satisfaz as duas

igualdades.

Claramente o préprio item (i) da definigao da adigao garante que 0 + a = a, para todo

a € N, e entao vamos mostrar a segunda igualdade. Seja

S={meN; m=m+0}.

Naturalmente S C N com 0 € S. Seja agora y = s(z) € s(S) para algum = € S. Como
x € S, temos z + 0 = z e disto decorre que y +0 = s(z) +0 = s(x +0) = s(x) =y, donde y € S
também. Assim s(S) C 5, e do axioma Pg segue que S = N. Logo, 0 + m = m = m + 0 para

todo m € N, e entao 0 é o elemento neutro da adicao em N. O

Observe que tradicionalmente serfamos levados a provar primeiro a comutatividade
da adigcao para nao precisar provar as duas igualdades no teorema anterior. Entretanto como
veremos adiante, para provar a comutatividade da adigao, precisaremos da existéncia do elemento

neutro bem como da associatividade da adigao.

Teorema 6.7. A adicao em N € associativa, isto €, (xr +vy) + z = x + (y + z), para quaisquer

x,y,z € N.

Prova. Seja

S={meN; m+(a+b)=(m+a)+b paratodos a,be N}

Temos que S C Ne 0 € Sjaque 0+ (a+b) =a+b=(0+a)+ b para quaisquer
a,b € N. Seja agora y = s(z) € s(S) para algum =z € S. Entao para quaisquer a,b € N temos
z+ (a+b) = (x+a)+be também

y+ (a+b)=s(x)+ (a+b)

s(r+(a+b) =s((r+a)+0)
=s(z+a)+b=(s(x)+a)+b=(y+a)+0d.

Segue que y € S, o que mostra que s(S) C S. Do axioma Pg temos que S = N e
portanto todo m € N satisfaz m + (a +b) = (m + a) + b para quaisquer a,b € N. Fica mostrada

a associatividade da adigao. O

Sendo viélida a associatividade da adi¢ado em N, a partir de agora escreveremos simples-
mente m + a + b, para indicar m + (a + b) ou (m + a) + b. A comutatividade também exigira

um lema auxiliar.
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Lema 6.8. Para qualquer n € N tem-se s(n) =n + s(0).

Prova. Seja
S={neN; s(n)=n+s(0)}.

Entao S C Nedoitem (i) da defini¢ao da adigao, 0 € S. Também, sejay = s(x) € s(.9),
para algum x € S. Desta forma s(z) = z+s(0). Usando isto e o item (ii) da defini¢do da adigao,
obtemos

s(y) = s(s(x)) = s(z + 5(0)) = s(z) + 5(0) = y + 5(0),

e assim, y = s(x) € S, donde s(S) C S. Segue de P3 que S = N, e portanto s(n) = n + s(0)
para qualquer n € N. ]

Teorema 6.9. A adicao em N € comutativa, isto €, m +n =n + m para quaisquer m,n € N.

Prova. Seja
S={meN;, m+4+a=a+m paratodo a€c N}

Claramente S C N e pelo teorema 6.6 temos 0 +a = a = a + 0, isto é, 0 € S. Dado
= s(x) € s(5) para algum x € S, entao para todo a € N temos = + a = a + x e usando o lema

6.8 e a definigdo de adicao, temos

y+a=s(x)+a=s(x+a)
=s(a+z)=s(a)+z
=a+s(0)+x=a+s(0+z)=a+s(z)=a+y.

Entao y € S o que mostra que s(S) C S e pelo axioma Pg temos que S = N. Segue a

comutatividade da adigao. O

Mostraremos agora a validade da lei do cancelamento para a adicao em N.
Teorema 6.10. Para quaisquer z,y,m € N, se z +m =y +m entao z = y.

Prova. Consideremos o conjunto

S={meN;, a+m=b+m = a=0b, paraquaisquer a,b€ N}.

Temos S C N com 0 € S ja que, se a + 0 = b+ 0 entdo a = b para quaisquer a,b € N.
Agora, tomemos y = s(x) € s(S5) para z € S. Queremos mostrar que y = s(x) € S e para isto

suponhamos que a + s(z) = b+ s(x) para a,b € N arbitrarios. Entao disto decorre que

s(x+a)=s(x)+a=s(z)+b=s(x+0).

Da injetividade de s segue que x +a = = + b e como = € S entao segue que a = b.
Desta forma y = s(z) € S, e do axioma P3 temos que S = N, o que significa que para qualquer

m € N, se a + m = b+ m entao a = b, quaisquer que sejam a,b € N. O
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Vamos agora dotar o conjunto N de uma relagdo de ordem (total). Definimos em N, a

relagao < dada por,

a<b, seesomentese, existe neN talque a+n=5a.

Escrevemos também a < b para designar que a < b com a # b. Observe que se a < b
entdo a # b e assim, o nimero n € N tal que a + n = b é obrigatoriamente diferente de 0.

Resumindo,

a <b, seesomentese, existe neN" talque a+n=0=ab.

Vamos verificar primeiro que < é de fato uma relacao de ordem.
Proposicao 6.11. A relagio < é uma relagio de ordem (parcial) em N.
Prova. Dado qualquer a € N, temos a < a, uma vez que a + 0 = a. Desta forma < é reflexiva.

Dados a,b € N tais que a < be b < a, entao temos que existem m,n € N, que satisfazem
a+m=beb+n=a. Assim,a+m+n=>b+n=a=a+0, edalei do cancelamento em N
(teorema 6.10), segue que m +n = 0, donde m + n ¢ s(N). Vamos mostrar que m ¢ s(N). De
fato, procedendo contrapositivamente se m € s(N) entdo m = s(x) para algum x € N e segue
que m+n = s(z) +n = s(x +n) € s(N), o que garante que m + n € s(N). Isto prova que
m ¢ s(N) e como o tnico elemento de N que nao estd em s(N) é 0, temos que m = 0. Desta

forma, b =a+m =a+ 0 = a, e que a relagdo é antissimétrica.

Dados agora a, b, c € N taisque a < be b < ¢, entao existem m,n € N tais que a+m = b
eb+n=c Assim,a+(m+n)=(a+m)+n=>b+n=c, eentdoa <cjiquem+necN.

Temos portanto a transitividade da relacao <. O

Queremos provar agora que esta ordem é total. Para isto usaremos um lema auxiliar

de facil demonstracao.
Lema 6.12. Para qualquer n € N temos que n < s(n).
Prova. Naturalmente, para qualquer n € N,
n+s(0) = s(0) +n = s(0+n) = s(n),
e como s(0) € N, entao n < s(n). O
Proposicao 6.13. A relacdo de ordem < € total em N.

Prova. Seja a € N arbitrario, e considere o conjunto
Se={neN; a<n ou n<a}.
Entdo S, C N. Como 0+ a = a entdo 0 < a e com isto 0 € S,. Mostraremos que
5(Sg) C Squ- Seja y = s(x) € s(S,) para algum x € S,. Desta forma, x < a oua < x.

Se a < x, como x < s(z) entdo da transitividade de < segue que a < s(z) donde

s(x) € S, isto é, y € S,.
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Se x < a entao x + k = a para algum k € N. Se k = 0 entao nao ha o que mostrar
pois dai @ = x e podemos utilizar o caso a < z. Se k # 0 entao k € s(N), donde k = s(m) para
algum m € N. Entéo s(z) + m = s(x +m) = s(m+z) = s(m) + x = k+ x = a. Segue que

s(z) < a e entdo s(x) € Sy, ou ainda, y € S,.

Em qualquer caso, temos s(S;) C S,. Segue do axioma Pg que S, = N. Assim, dados
m,n € N arbitrarios, temos que m € S, e da definigao de S,,, temos que m < noun <m,eo

conjunto N é totalmente ordenado. O

Nestes termos, dados a,b € N, temos a < b ou b < a. Se considerarmos separadamente
a possibilidade a = b, temos entao a propriedade tricotomica da relacao de ordem, ou a = b, ou
a <b,oub<a.

Definiremos agora uma multiplicacdo em N. Novamente, como N = {0} U s(N) entao
definiremos a multiplicacdo em N indutivamente, definindo-a primeiro sobre {0} e depois sobre

os elementos de s(N).

Definicao 6.14. Uma aplicagao - : N x N — N; sendo que escrevemos m - n ou simplesmente
mn para indicar -(m,n), que satisfaz

i)0-a=0,

it) s(m)-a=(m-a)+a

para todos m,a € N, é dita multiplicacao em N.

Para o item (ii) vamos supor, deste ponto em diante, que a multiplicagdo tem pre-
feréncia sobre a adigdo, e entao escreveremos simplesmente m - a + a em vez de (m - a) + a.

Mostraremos, como no caso da adi¢ao, que a multiplicagdo é tinica em N.
Proposicao 6.15. Eziste uma unica aplicacdo multiplicacdo em N.

Prova. Sejam - e ® duas multiplicagoes em N. Consideremos

S={meN;, m-a=m®a, paratodo a€ N}.

Temos S C N e também 0 € S ja que 0-a = 0 = 0 ® a para todo a € N. Seja
y = s(z) € s(S5) para algum x € S. Nestes termos, para qualquer a € N temos z-a = ® a
edistoy-a=s(z)-a=z-a+a=x0a+a=s(r)®a=y0Oa, oque garante que y € S e
que s(S) C S. Do axioma Pg, temos S = N e entao para todos a,m € N é vélida a igualdade

m-a =m ® a, donde segue a igualdade entre - e ®. O

A multiplicagdo possui propriedades similares as propriedades da adi¢cao. Entretanto,
as demonstracoes destas propriedades sdo mais extensas para a multiplicacdo. A multiplicacao
possui elemento neutro, é comutativa, associativa e vale a lei do cancelamento (com restrigoes).

A prova da existéncia do elemento neutro precisard de um lema auxiliar.
Lema 6.16. Dados a,b €N, sea-b=0, entdoa=0 oub=0.

Prova. Procederemos pela contrapositiva. Suponha que a # 0 e b # 0, ou ainda, a,b € s(N).

Existem entao x,y € N tais que a = s(z) e b = s(y). Assim, das defini¢des de multiplicagao e
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de adicao,

a-b=s(x) s(y)=z-sy) +s(y) =sy) +a-s(y) =sy+az-s(y)),

e entdo, a - b € s(N) o que garante que a - b # 0. O resultado fica entdo demonstrado contrapo-

sitivamente. O
Teorema 6.17. Existe t € N tal que i -a =a = a - ¢ para qualquer a € N;

Prova. Sabemos que 0-a = 0, e portanto na procura por um elemento ¢ € N tal que i-a = a para
qualquer a € N, vemos que ¢ nao pode ser o elemento 0. Entao i € s(N), e desta forma i = s(x)
para algum x € N. Sendo assim, z devera satisfazer s(x)-a =a, ou ainda z-a+a=a =0+ a.
Mas pela lei do cancelamento para a adicao, x deve satisfazer - a = 0. Do lema anterior, z = 0
ou a = 0, e como desejamos a igualdade para a € N arbitrario, devemos ter x = 0 e desta forma
i = s(z) = s(0).

Mostraremos que s(0) satisfaz portanto as duas igualdades desejadas. De fato, s(0)-a =

0-a+a=0+4a=a para qualquer a € N. Agora, para mostrar a segunda igualdade, seja

S={neN; n-s(0)=n}.

Desta forma, S C N e também 0 € S, pois 0-s(0) = 0. Dado y = s(x) € s(5), para

algum x € S, temos entdo z - s(0) = x e usando também o lema 6.8 decorre que,
y-5(0) = 5(a) - 5(0) = & - 5(0) + 5(0) = & + (0) = 5(z) = .

Entao temos que y € S, o que mostra que s(S) C S e do axioma Pg, S = N. Temos assim que
a-s(0) = a para todo a € N. O

O elemento s(0) € N é entao o elemento neutro da multiplicagao, e naturalmente este
é o elemento sucessor do elemento 0 € N. Chamaremos o elemento s(0) de unidade do conjunto
N e representaremos este elemento de agora em diante por 1. Desta forma, temos 1 = s(0) e

também 1-a =a = a -1 para qualquer a € N.

Com a notagao s(0) = 1 e o lema 6.8 temos imediatamente que s(z) = z+s(0) = x+1,
para qualquer z € N. De outra forma, o sucessor de um nimero natural z é o namero natural
r+ 1.

Queremos agora mostrar que a multiplicagdo é associativa e comutativa. Para provar
isto, precisaremos primeiro da distributividade da multiplicacdo em relacao a adigao. Esta por
sua vez utilizard um lema auxiliar. Este lema refere-se ao produto por 0 pela esquerda. A
defini¢ao de multiplicagdo j& garante em seu item (i) que 0 - a = 0 para qualquer a € N. Mas
como ainda nao mostramos a comutatividade da multiplicacao, precisaremos provar também

que a -0 = 0 para todo a € N.
Lema 6.18. Para todo a € N, temos a -0 = 0.

Prova. Consideremos o conjunto

S={meN; m-0=0}.
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Temos que S C N e como 0-0 = 0 entdo 0 € S. Também seja y = s(x) € s(S5) para
x € S. Entdo -0 =0 e decorre disto que y-0 = s(z)-0=2z-0+0=2-0=0. Segue que y € S
e que s(S) C S. Pelo axioma P3, S =N, donde a -0 = 0 para todo a € N. O

Teorema 6.19. Para quaisquer x,y,z € N, temos - (y+ z) = (z-y) + (z - 2) e também
(y+2)-x=(y-x)+(z-z), isto é, a operagao multiplicagao é distributiva com relagdo a operag¢ao

adicao em N.

Prova. Consideremos

S={meN; m-(a+b)=m-a+m-b, paratodos a,be N}

Claro que SCNeque0€ Sjaque0-(a+b) =0=0+0=0-a+0-b para quaisquer
a,b € N. Agora suponha y = s(x) € s(S5), parax € S. Entdao - (a +b) =z -a+ x - b e usando

isto temos

y-(a+b)=s(2) - (a+b) =z (a+b)+ (a+b)
=z-a+z-b+a+b
=z-at+a+z-b+b
=s(x)-a+s(x)-b=y-a+y-b.

Segue que y € S e entao s(S) C S. Do axioma Pg temos S = N e a distributividade
a esquerda da multiplicacao em relacao a adicao. Para provar a distributividade a direita,

consideremos o conjunto

T={meN; (a+b)-m=a-m+0b-m, paratodos a,be N}

Entao T' C N e usando o lema 6.18 temos que (a+b)-0=0=04+0=a-0+b-0
para quaisquer a,b € N, e entao 0 € T. Agora suponha y = s(z) € s(T') para x € T. Entao

(a+b)-x=a-x+b-x e usando o fato que s(zr) = x + 1, temos

(a+b)-y=(a+b)-s(x)=(a+b) - (z+1)
=(a+0b)-z+(a+0b)-1
=a-z+b-z+a+b
=a-z+a+b-z+b
=a-x+a-14+b-z+b-1
=a-(r+1)+b-(z+1)
=a-s(x)+b-s(z)=a-y+b-y.

Temos entao que y € T, e por conseguinte s(T') C T. Do axioma Pg3 temos "= N. A

multiplicacao é portanto distributiva também a direita em relagao a adicao. O

Teorema 6.20. Para quaisquer z,y,z € N, temos x - (y-z) = (z - y) - 2.
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Prova. Seja

S={meN; m-(a-b)=(m-a)-b, paratodos a,be N}

Temos S C N e também 0 € S pois 0-(a-b) =0 = 0-b = (0-a)-b para quaisquer a,b € N.
Seja agora y = s(x) € s(S) com z € S. Entao para quaisquer a,b € N temos z-(a-b) = (z-a)-b

e disto temos

y-(a-b) = s(z) - (a-b)
=z-(a-b)+a-b
=(z-a)-b+a-b
—(z-a+a)-b=(s(z)-a) b=(y-a)-b

Entao y € S e s(S) C S. Do axioma Pg temos que S = N e fica provada a associativi-

dade da multiplicacao. O
Teorema 6.21. Para quaisquer m,n € N, temosm-n=mn-m.

Prova. Considerando
S={meN; m-a=a-m, paratodos a €N},

temos S C N. Também, usando a defini¢ao da multiplicagao e o lema 6.18, temos a-0 =0=0-a
para todo a € N, o que garante que 0 € S. Suponha agora y = s(x) € s(S) para x € S. Entao

para todo a € N temos = - ¢ = a - ¢ e também

y-a=s(x)-a=z-a+a
=a-r+a-1

=a-(x+1)=a-s(z)=a-y.

Segue que y € S e entdao s(S) C S. O axioma Pg garante que S = N e portanto

m-a = a-m para todos a,m € N. ]

A lei do cancelamento também é valida para a multiplicagdo, com uma certa restricao,
como dito antes. Como sabemos que 0 -z = 0 = 0 -y para quaisquer x,y € N, isto nos diz que
a-r = a-y nao pode garantir que x = y no caso em que ¢ = 0. Entretanto se a # 0 entao

podemos garantir este cancelamento.
Teorema 6.22. Para quaisquer a,x,y €N, sea#0ea-x =a-y, entio x =y.

Prova. Supondo a # 0, entao temos que a € s(N) e a = s(m) para algum m € N. Sejam também
z,y € N tais que a-x = a -y. Como a relagdo de ordem em N é total, entao temos z < y ou

y < z. Vamos analisar cada um dos casos.

Se x < y entao existe k € N tal que = + k = y. Assim,

s(m)-z=a-xz=a-y

=a-(x+k)
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=a-x+a-k=s(m) z+s(m)- k.
Da lei do cancelamento para a adi¢ao, temos que s(m) -k = 0, e do lema 6.16, temos

que obrigatoriamente k = 0, uma vez que s(m) # 0. Sendo assim, y =z + k=240 = z.
Analogamente, se y < x entdo existe [ € N tal que y + [ = x. Entao também
s(m)-y=a-y=a-z=a-(y+1)=s(m)-y+s(m) -1,
donde segue que s(m) -1 =0 e como s(m) # 0 entdo | = 0. Logo, r =y+1=y+ 0=y, e isto

encerra esta demonstracao. [

Para finalizar, como complemento, mostraremos agora a compatibilidade das operacoes
de adi¢ao e multiplicagdo para com a relacao de ordem em N. Isto significa que dados a,b € N

arbitrarios, se a < b entao a + m < b+ m, e também a - m < b-m para qualquer m € N.
Teorema 6.23. Dados a,b € N com a < b entao, para qualqguer m € N temos a +m < b+ m.

Prova. Sejam entao a,b € N com a < b. Entao existe k € N tal que a + k = b. Entao usando a

comutatividade e a associatividade da adicao em N, temos
(a+m)+k=(a+k)+m=0>b+m,
para qualquer m € N. Isto garante que a +m < b+ m. ]

Teorema 6.24. Dados a,b € N com a < b entao, para qualquer m € N temos a-m < b-m.

Prova. Dados a,b € N com a < b, entao existe k € N tal que a + k = b. Entao usando a

distributividade da multiplicagdo com relagao a adigdo em N, temos
a-m+k-m=(a+k)-m=>b-m,

para qualquer m € N. Segue que a-m < b-m. ]

6.2 Construcao dos numeros inteiros

A ideia desta construcdo é partir do conjunto dos nimeros naturais, e construir um
nimero inteiro como sendo a diferenca entre dois nimeros naturais. Isto é, se z € Z entao
z = a—b para a,b € N. Dois problemas aqui ocorrem. Primeiro a diferenca nao é uma operacao
sobre o conjunto dos nimeros naturais, e entao para contornar isto, o nimero inteiro z serd
associado a um par (a,b). A ideia é que este par seja o nimero a — b. O segundo problema é
que um numero inteiro z pode ser escrito de muitas maneiras como diferenca de dois nimeros

naturais, e entao temos que trabalhar com classes de equivaléncia.

Considerando o conjunto N x N, definimos a relacao ~ dada por
(a,b) ~ (z,y) se, e somente se, a-+y=x+b.

Aqui, + é a operacao de adicdo de numeros naturais, sobre a qual incidem as propriedades

descritas na secao anterior.
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Vamos mostrar que ~ é uma relagao de equivaléncia. Dado qualquer (a,b) € N x N,
temos claramente que a+b = a+b, donde (a,b) ~ (a,b). A relacdo é entdo reflexiva. Seja agora
(a,b), (z,y) € N x N, tal que (a,b) ~ (z,y). Da definicao da relacao temos que a +y = = + b,
e entdao x + b = a + y donde (x,y) ~ (a,b). A relagao é também simétrica. Finalmente, sejam
(a,b), (z,y),(m,n) € N x N tais que (a,b) ~ (z,y) e (z,y) ~ (m,n), isto é, a +y = x +b
e x +n = m+y. Das propriedades da adigdo de nimeros naturais, podemos deduzir que
a+y+n=(a+y)+n=(@x+b+n=(x+n)+b=(m+y)+b=m+y+0> Pela
lei do cancelamento de nuimeros naturais pela operacao adicao, temos a +n = b+ m, donde

(a,b) ~ (m,n) e a relagdo é transitiva. Segue que ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre N x N.
Consideremos o conjunto quociente de N x N pela relacao ~, isto é, o conjunto de todas

as classes de equivaléncia determinadas pela relacdo ~ em N x N. Seja entao

_NXN_

~y

Z

{(a,b); (a,b) € N x N}.

O conjunto Z sera, deste ponto em diante, chamado de conjunto dos ntimeros inteiros, e um

elemento deste conjunto é um nimero inteiro, ou simplesmente um inteiro. Lembremos ainda

que (a,b) ={(z,y) e NxN; (z,y) ~ (a,b)}, e como ji mostramos (proposicao 1.33),

(a,b) = (z,y) < (a,b)€(z,y) < (a,b)~(z,y) & at+y=x+bh.

Definiremos em Z duas operacoes chamadas de adi¢cdo e multiplicacao, representadas

respectivamente por + e -, e dadas por

(a,b) + (z,y) = (a+x,b+y),
(a,b) - (z,y) = (azx + by, ay + bx).

Aqui, estamos usando no segundo membro destas defini¢coes, a notacdo + para designar a adicao
de nuimeros naturais, e a notacao ax para designar a multiplicacdo a - x de nimeros naturais.
Sobre estas duas operagoes, restritas ao conjunto dos niimeros naturais, incidem as propriedades

citadas na secao anterior.

Em primeiro lugar temos que verificar que a adicao e a multiplicagdo de ntimeros inteiros
estao bem definidas. Isto porque no primeiro membro da defini¢ao, temos uma classe m que
é na verdade um conjunto de véarios elementos relacionados entre si por ~, enquanto no segundo
membro temos os elementos a e b. Isto significa que usamos o elemento (a, b) como representante

da classe (a,b), e precisamos ter certeza que esta escolha nao afeta as operagoes.

Sejam entdo (a,b) e (a,b) representantes da mesma classe, bem como (z,y) e (&,7).
Isto &, (a,b) ~ (a,b) e também (z,y) ~ (Z,7). Da definicdo da relacdo, a + b = @ + b e também
x+Y=1y+ 2. Segue que

(a+2)+ O+ =(a+b)+ (x+§) = (a+b)+ (yi) = (a+2) + (b+y),

donde (a + x,b+y) ~ (@ + #,b+ §). Entdo

e a adigao esta bem definida. Também,

(a+b)z+ (@a+by+alz+7) +by+z) = (a+bz+ (a+by+aly+z)+bx+7)



6.2. Construcao dos nimeros inteiros 166

e da lei do cancelamento para a adicdo de niimeros naturais, resta
ax + by + aj + b& = bx + ay + a + by,

ou ainda,
(ax + by) + (af + bi) = (aF + bj) + (ay + bx),

e da definicao da relagdo temos que,

(ax + by, ay + bx) = (aZ + by, aj + bz),

donde segue que,

(a,b) - (z,y) = (az + by, ay + bx) = (a& + by, ag + bz) = (@,b) + (2,7),

e a multiplicacao estd bem definida.

Vamos agora mostrar que as operagoes + e - tornam a tripla ordenada (Z, +, -) um anel

de integridade.

Teorema 6.25. A adicdo de nimeros inteiros satisfaz as sequintes propriedades:

1) Para todos (a,b), (x,y), (m,n) € Z temos

(a,0) + ((z,9) + (m,n)) = ((a,0) + (x,y)) + (m, n).

2) Para todos (a,b), (z,y) € Z temos

(a,0) + (z,y) = (z,y) + (a,b).

3) Euxiste 0z, € Z tal que (a,b) + 0z = 0z + (a,b) = (a,b) para todo (a,b) € Z;

4) Para todo (a,b) € Z, eziste um elemento —(a,b) € Z, chamado de elemento simétrico
de (a,b), tal que

(a,0) + (=(a,b)) = (=(a,0)) + (a,b) = 0z.

Prova. Dados entao (a,b), (z,y), (m,n) € Z temos que

(a,b) + ((z,y) + (m,n)) = (a,b) + (x + m,y +n)
=(a+(x+m),b+(y+n))=(a+z)+m,(b+y)+n)
=(a+x,b+y)+ (m,n) = ((a,b) + (z,y)) + (m,n).

Fica mostrada a associatividade da adi¢ao. Também,

(a,b) + (z,y) = (a+x,b+y) = (r+a,y+b) = (z,y) + (a,b)

o que mostra a comutatividade da adigao.

Queremos encontrar um elemento 0z = (z,y) € Z que satisfaz (x,y) + (a,b) = (a,b),

para qualquer (a,b) € Z. De outra forma, desejamos que (a + x,b+y) = (a,b). Da definigao
da classe de equivaléncia temos que (a + z,b + y) ~ (a,b) e da definigdo da relacao, segue que
x e y devem satisfazer a + x + b = b+ y 4+ a. Da lei do cancelamento da adigdo de ntimeros

naturais, segue que z = y. Ou seja, 0z é uma classe onde os representantes sao os pares
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ordenados com coordenadas iguais. De fato, dado qualquer x € N, e qualquer (a,b) € Z, temos
que (a+z)+b=a+ (b+ ), donde (a + z,b+ z) = (a,b), e disto, temos

(z,z)+ (a,b) = (a + z,b+ x) = (a,b).

Segue portanto que 0z = (x,z) para qualquer = € N. Naturalmente o representante

mais simples desta classe é o par (0,0), j& que (z,z) = (0,0). Escolhemos entao 0z = (0,0) que

é o elemento neutro do conjunto dos nimeros inteiros para a adicao.

A segunda igualdade, (a,b) + 0z = (a,b), é consequéncia imediata da comutatividade

da adicao.

Dado (a,b) € Z, queremos encontrar —(a,b) = (z,y) € Z que satisfaz (z,y) + (a,b) =

0z = (0,0). Mas isto é equivalente a (x + a,y +b) = (0,0) que pela igualdade de classes de

equivaléncia significa que z 4+ a = y + b. Da defini¢do da relagao esta ultima igualdade significa

que (x,y) ~ (b,a) e entao (x,y) = (b,a). Assim,

(—=(a,b)) + (a,b) = (b,a) + (a,b) = (a+b,b+a) = (0,0) = 0z.
Segue que todo elemento (a,b) € Z possui elemento simétrico a esquerda para a

operacao de adicao, e da comutatividade da adicao, tal elemento também é simétrico a direita.

Mais ainda —(a,b) = (b, a). O

Com os resultados desta proposic¢ao, temos que (Z,+) é um grupo abeliano.

Teorema 6.26. A multiplicacao de numeros inteiros satisfaz as propriedades:
1) Para todos (a,b), (z,y), (m,n) € Z temos

(av b) : ((x,y) : (mvn)) = ((av b) ’ (xmy)) : (m7n)

2) Para todos (a,b),(x,y),(m,n) € Z temos

(a7 b) ’ ((-f,:l/) + (mvn)) = (avb) : (m,y) + (avb) ’ (man)a €
((xvy) + (mvn)) ) (aa b) = (:):,y) ) (aa b) + (mvn) ) (a7 b)

Prova. Para mostrar a associatividade sejam (a,b), (x,y), (m,n) € Z. Entao

(a,6) - ((z,y) - (m,n)) = (a,b) - (zm + yn, zn + ym)

a
a(xm + yn) + b(xn + ym), a(xn + ym) + b(xm + yn))

(az + by)m + (ay + bzx)n, (ax + by)n + (ay + bx)m)

= (
= (
= (axm + ayn + bxn + bym, axn + aym + bxm + byn)
= (
= (

ax + by, ay + bx) - (m,n) = ((a,b) - (z,y)) - (m,n).

Para mostrar a distributividade a esquerda, da multiplicacdo em relagao a adigao,

suponha que (a,b), (x,y), (m,n) € Z. Entao,

(a,0) - ((z,y) + (m,n)) = (a,0) - (x +m,y +n)
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(z+m)+bly+n),aly+n)+blx+m))

ax + am + by + bn, ay + an + bx + bm)

= (a
= (
= (ax + by, ay + bx) + (am + bn,an + bm)
= (a,0) - (z,y) + (a,b) + (m,n).

A distributividade a direita é analoga. O

Segue que a terna ordenada (Z, +, -) é um anel. Vamos ainda mostrar que é comutativo,

possui unidade e é um anel de integridade.

Teorema 6.27. A multiplicacao é comutativa em Z.

Prova. Dados (a,b), (z,y) € Z arbitrarios, temos que

(CL, b) ’ (1',31) = (CLl’ + by, ay + b(L’) = (33'(1 + yb,ya + .Z'b) = (‘Ta y) ) (CL, b)a
donde segue a comutatividade da multiplicacao em Z. O

Teorema 6.28. O anel comutativo (Z,+,-) possui unidade, isto €, elemento neutro para a

multiplicacdo.

Prova. Queremos encontrar 1z = (z,y) € Z tal que

(a,0) - (2,y) = (x,9) - (a,b) = (a,b)

para qualquer (a,b) € Z. Da igualdade desejada, (z,y) - (a,b) = (a,b), temos que,

(xa + yb, zb + ya) = (a,b). Da definigao de classe de equivaléncia, (za + yb, zb + ya) ~ (a,b) e

da definicao da relagao segue que = e y devem satisfazer
ax +by+b=a+bx+ay,

ou ainda
ax +b(y+1) =aly+ 1)+ bzx. (6.1)

Esta tultima igualdade norteia a busca do elemento identidade. Podemos perceber que,

quaisquer que sejam a,b € N, a igualdade (6.1) sempre serd satisfeita colocando x = y + 1.

Desta forma, o nimero inteiro 17 = (z,y) € Z procurado é (y + 1,y). De fato, para

qualquer (a,b) € Z,

(y+1,y) - (a,b) = ((y + 1)a + yb, (y + 1)b+ ya) = (ya + a + yb,yb + b + ya) = (a, b).

A segunda igualdade, (a,b) - (z,y) = (a,b), é garantida pela comutatividade da multi-

plicagdo. Naturalmente qualquer representante da classe (y + 1,y) cumpre o papel de unidade.

Como (y + 1,y) ~ (1,0), entdo (y + 1,y) = (1,0). O par (1,0) é o representante mais simples
da classe (y + 1,y), e deste ponto em diante, 17 = (1,0) € Z sera dito a unidade do anel Z. [

Teorema 6.29. O anel (Z,+,-) é um anel de integridade.
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Prova. Sejam (a,b), (z,y) € Z, tais que (a,b) - (z,y) = 0z = (0,0), e suponha que (a, b) # (0,0).
Consequentemente a # b. Temos entdao que (az + by, bz + ay) = (0,0), e entao (ax + by, bx +

ay) ~ (0,0). Da definigao da relagao, segue que
azr + by = bx + ay. (6.2)

Como a # b restam ainda dois casos exclusivos.

Caso 1 (a < b). Existe entao k € N* tal que a + k = b, e ent@o substituindo isto em
(6.2) temos azx + (a+ k)y = (a+ k)z + ay, e pela lei do cancelamento de nimeros naturais para
a adicao, ky = kz. Esta por sua vez, pela lei do cancelamento de niimeros naturais nao nulos

para a multiplicacao, nos leva a x = y.

Caso 2 (b < a). Neste caso a = b+ k para algum k € N*. Substituindo em (6.2)
chegamos a (b+ k)z + by = bz + (b + k)y e pelas mesmas leis de cancelamento citadas no caso

1, temos também x = y.

Em qualquer caso, segue que x = y o que significa que (z,y) = (z,z) = (0,0). Isto
significa que se a multiplicacao de dois termos é nula em Z, um dos termos deve obrigatoriamente
ser nulo. n

Isto posto, Z = NxN

¢ um anel de integridade chamado anel dos inteiros. E facil ver
que este anel de integridade nao é corpo. O que precisamos para isto é encontrar um nimero

inteiro nao nulo que nao admita simétrico para a multiplicagao.

Mostraremos que elementos da forma (a,0) admitem simétrico multiplicativo somente

para a = 1. De fato, supondo (z,y) € Z tal que (x,y) - (a,0) = 1z = (1,0), entdo temos que

(ax,ay) - (ax—i—O ’ yvya+0 .fL') - (x7y) : (a,O) - (170)7
e da igualdade entre classes de equivaléncia, segue que

ay+1=ax+0=ax.

Nestes termos o par (z,y) deve obrigatoriamente satisfazer y < x. Do contrério, se
x < y entao existe n € N tal que x +n = y o que nos traz axr = ay + 1 = ax + an + 1, e pela lei
do cancelamento, 0 = an+ 1, que nao é satisfeita para quaisquer a,n € N, uma vez que 0 ¢ s(N)
e no entanto, an + 1 = an + s(0) = s(an) € s(N).

Resta que y < z, e desta forma, y + n = x para algum n € N. Entao
ay+1=azx=aly+n)=ay+an,

donde segue que an = 1 e portanto a = n = 1. O tnico inteiro (a,0) que admite simétrico

multiplicativo é entdo (1,0), sendo neste caso, (z,y) = (y + 1,y) = (1,0) o seu simétrico.

Vamos agora mostrar que o conjunto dos niimeros naturais é isomorfo a um subconjunto

do conjunto dos nimeros inteiros. Seja

S ={(a,0); ae€N}.
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Claramente S C Z. A aplicagdo f : N — S, dada por f(a) = (a,0) é bijetora. De fato, a

sobrejetividade é consequéncia imediata da prépria definicao de S. Para a injetividade, sejam

a,b € N tais que f(a) = f(b), isto é, (a,0) = (b,0) e da igualdade de classes de equivaléncia

temos que a + 0 = b+ 0, donde a = b, e isto mostra a injetividade de f.

Para mostrar que é isomorfo, sejam a,b € N. Entao

fla+b) = (a+b,0) = (a,0) + (b,0) = f(a) + f(b),

e também

f(ab) = (ab,0) = (a,0) - (b,0) = f(a) - f(b).

Temos entao que N é isomorfo a S, um subconjunto de Z, o que nos permite olhar para N como
um subconjunto de Z, pois existe uma “cépia” de N dentro de Z. A aplicagao f é dita inclusao
de N em Z.

Vamos agora estabelecer uma relagao de ordem (total) sobre o conjunto Z. Definimos

a relacao < dada por

(a,b) < (z,y) < existe neN talque a+y+n=z+b.
Teorema 6.30. A relacdo < ¢ uma relacdo de ordem total em 7Z.

Prova. Dado qualquer (a,b) € Z, temos que a + b+ 0 = a + b, e da definigdo da relagao,

(a,b) < (a,b). A relagao é entao reflexiva.

Sejam agora (a,b), (x,y) € Z tais que (a,b) < (x,y) e que (z,y) < (a,b). Entao existem

m,n € Ntalque a+y+n=x+bex+b+m =a+y. Segueque a+y =x+b+m =a+y+n+m
e da lei do cancelamento vem m + n = 0. Mas como m,n € N esta igualdade somente ocorre

sem=n=0. Segue que z +b=a+y+n=a+y, oque significa que (a,b) ~ (z,y), e da

igualdade de classes que (a,b) = (x,y). Segue que a relacao é antissimétrica.

Dados (a,b), (x,y), (p,q) € Z tais que (a,b) < (z,y) e (z,y) < (p,q), temos que existem
m,n € Ntaisque a+y+n=x+bex+p+m=y+q. Assim, a+y+n+p+m=x+b+p+m =

y+b+qeentdoa+p+ (n+m)=>b+q. Segue da definicao da relacao que (a,b) < (p,q), e a

relacao é transitiva.

Resta mostrar que a ordem é total. Dados quaisquer (a,b), (z,y) € Z, temos que a + y
e b+ x sao dois numeros naturais. Da relacao de ordem total dos niimeros naturais, temos que

a+y<b+zxzoub+ax<a+y. Sea+y<b+x entdao da definicao da relagao de ordem dos

naturais, temos que a+y+n = b+ x para algum n € N, e entdo (a,b) < (z,y). Seb+x <a+y

entao existe n € N tal que b+ x +n = a + y o que significa que (z,y) < (a,b). A relagao de

ordem ¢é portanto total. O

Observe que dados a,z € N, temos que a < x, se e somente se, existe n € N tal que
a+n =z, se e somente se (a,0) < (z,0), se e somente se f(a) < f(b), sendo f o isomorfismo
inclusao de N em Z. Isto significa que a relagdo < dos niimeros inteiros é compativel com a

relagao < dos nidmeros naturais.
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6.3 Construgao dos niimeros racionais
A construcao dos niimeros racionais nao serd aqui desenvolvida pois ja foi esquemati-
zada na secao 4.2. Naquela se¢ao construimos, de uma forma geral, o corpo das fracoes de um

anel de integridade. Se este anel de integridade for o conjunto dos numeros inteiros, entao o

corpo das fragoes obtido naquela secao, é o corpo dos niimeros racionais.

6.4 Construcao dos nimeros reais

Fazer esta secao... Usar o método dos cortes de Dedekind...



Capitulo 7

Modulos sobre anéis comutativos

Na Algebra Linear, os conjuntos envolvidos sao 0s espagos vetoriais, que sao conjuntos
munidos de uma soma interna, e uma multiplicacao por escalar, sendo que este escalar é um
elemento de um corpo. O conceito de mdédulo, é uma generalizacdo do conceito de espago
vetorial, quando o conjunto de escalares é um anel. Quando este anel for um corpo, entao a

definicao de mdédulo, coincidird com a definicdo de espaco vetorial da Algebra Linear.

7.1 Mobdulos e submodulos

Definicao 7.1. Seja (A, x,0) um anel com unidade 14. Um grupo abeliano (M, +), juntamente
com uma operagao - : A x M — M, é dito um A-mddulo, se

i) (axb)-x=a-z+b-x

ii)a-(x+y)=a-z+a-y

iii) (aob)-x=a- (b-x)

w)lg-z=x

para quaisquer a,b € Ae x,y € M.

Na definicdo, a operacao - é denominada multiplicacao por escalar, e os elementos do
conjunto A sao denominados escalares. A definicao sugere que M seja chamado de um A-médulo
a esquerda. Podemos estabelecer um A-mdédulo a direita definindo o produto por escalar como
-t M x A — M, com o anel de escalares a direita. E possivel ainda verificar que se A é um anel
comutativo, entao as definicbes de médulo a direita e a esquerda coincidem. No que se segue

trabalharemos sempre com anéis comutativos.

Proposigao 7.2. Se (A, x,0) € um anel, comutativo e com unidade, e (M,+) é um A-mddulo,
entao valem as sequintes propriedades

i) 04-m=a-0p = 0y,

it) a-(m')=(d)-m=(a-m)

para todos a € A em € M.

Prova. Sejam a € A e m € M quaisquer, entao para i) notemos que
(a-m)+(0q4-m) = (a*x04)-m=(a-m), e

172
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(a-m)+(a-0p) = a-(m+0y) = (a-m).

Isto significa que (04 - m) e (a - 0p7) sdo elementos neutros para a operagdo + em M, e da

unicidade do elemento neutro, temos Oy = (04 - m) = (a - 0pr).

Para provar ii), notemos que

(@)

(@-m)+(a-m) = (axad) -m=04-m =0y, e

(@a-m)+(a-m') = a-(m+m')=a- -0y (2)0M,

e entdo, (@’ -m) e (a-m') sao simétricos de (a - m), e da unicidade do simétrico temos que
(a-m) = (a’-m) = (a-m'), que encerra esta demonstragao. O
Defini¢ao 7.3. Um subconjunto H # @ de um A-mdédulo M, é dito um A-submddulo, ou
simplesmente um submdédulo, de M, se

i) H é subgrupo de M (isto é, (m —n) € H para todos m,n € H),

ii) a-n € H paratodos a € Aen¢€ H.

Quando o anel A for um corpo, entao a definicdo de submédulo coincide com a defini¢ao

de subespago vetorial.

Vejamos agora como é possivel construir um submédulo a partir de um subconjunto
de elementos de um A-médulo M. Dado um A-médulo (M, +), escolhemos um subconjunto

S ={mq,mo,...,my} de k > 1 elementos de M. Consideremos o subconjunto
(S)y={ar-mi+azy-ma+---+ap-my; a €A para 1<i<k}.

de M, gerado pelos elementos de S.

Observemos que: O conjunto (S) é ndo vazio, pois S C (S). (S) é um subgrupo de M.
De fato, se z,y € (S), entao

r=ai-mi+as-mo+---+ag-mg, coma; €A, e

y=by-my+by-mo+---+by-my, comb; € A,
e desta forma,

r—y=z+y

= (a1 -mi+ag-mo+--+ag-mg)+ (by-my +by-mg+ -+ by - my)
(ag-ma) + -+ (ag - mg) + (by -mq) + (ba - ma) + -+ + (b - my,)’
(az - ma) + -+ (ag - my) + (b - ma) + (b5 - ma) + - + (b, - my,)
(b} -ma) + (ag - ma) + (by - ma) + - -+ + (ak - mg) + (b, - my)

= (al - M
= (al - M
= (al - MM

(

)+
)+
)+
)

= (ap *b}) - mq + (ag * b)) - mo + -+ + (ag * b)) - mg,

que pertence a (S) pois cada (a; x b;) € A. Também, se a € A, entao
a-x=a-(ay-my+az-mo+---+ag-myg)

@a.(a1.m1)+a-(ag'm2)+~'+a'(ak'mk)
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(@) (aocay)-mi+ (aocag) -mo+---+ (aoay) - my,

que pertence a (S) pois cada (a * a;) € A. Os simbolos @) e () significam que as igualdades

sao justificadas respectivamente pelos itens (ii) e (i7i) da definigdo de A-médulo.

Estas trés observagoes mostram que (S) satisfaz as condi¢oes da definicao de sub-
modulo, e portanto é um submédulo de M, chamado de submddulo gerado pelo conjunto S. O
caso particular em que S = {m}, entdo (S) = {a-m;a € A} e (S) é chamado de submddulo

ciclico gerado por m.

Se M = (S) entao dizemos que S é um subconjunto gerador do médulo M. Os elementos
de S sao chamados elementos geradores de M. Além disso, se S possui um tnico elemento,

M = (S) é dito um mddulo ciclico.

Definigao 7.4. Se Hy e Hs sao submédulos de um A-médulo (M, +), entao a soma de H; com
Hs é o subconjunto de (M, +), denotado por H; + Ha, e dado por

Hy+Hy={x+y, x€H;, y€Hs}.

Definigao 7.5. Dados dois A-médulos M e N, um homomorfismo de M em N, é uma aplicacao
w: M — N, tal que

i) p(z+y) =p(@)+ey), e

i) pla-z) =a-p(x),
para todos z,y € M e a € A.

Note que da condigao i) desta definigdo, um homomorfismo ¢ entre os médulos M e N
¢ um homomorfismo entre os grupos abelianos M e N, e portanto todas as propriedades vistas
na secao (2.2) podem ser utilizadas, bem como a defini¢ao de nicleo de um homomorfismo, isto
¢,

Ker(p) = ' (0n) = {z € M;  ¢(x) = On}.

Da mesma forma que no caso de grupos e anéis, um homomorfismo sobrejetor é cha-
mado de epimorfismo, um homomorfismo injetor é chamado de monomorfismo, um homomor-
fismo de um médulo M em M é chamado de endomorfismo e finalmente, um homomorfismo
bijetor é chamado de isomorfismo. Neste tltimo caso, os médulos M e N sao ditos isomorfos e

representaremos este fato escrevendo M ~ N.

Se o anel A for um corpo, entao o conjunto de todos os homomorfismos é precisamente
o conjunto das transformagoes lineares de M em M. Observe que as condigoes i) e ii) sao as
condigoes de linearidade de uma transformacao. O conjunto de todos os homomorfismos do A-
médulo M no A-médulo N é denotado por Hom(M, N) e este conjunto munido da composi¢ao

de fungoes é também um A-médulo. Deixamos este fato como exercicio.

Proposigao 7.6. Se (M,+) e (N,+) sio A-médulos e ¢ : M — N € um homomorfismo, entdo
Ker(yp) € um A-submddulo de M.

Prova. Da proposicao (2.19) ja sabemos que Ker(p) é subgrupo de N. Além disso, dados a € A

e x € Ker(y), arbitrarios, temos que (a-x) € M e,

pla-z) =a-(p(x)) =a Oy =0y,
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desta forma (a - z) € Ker(y), portanto Ker(p) é submédulo de M. O

Proposigao 7.7. Se (M,+) e (N,+) sio A-médulos e ¢ : M — N € um homomorfismo, entdo
Im(p) é um A-submddulo de N.

Prova. No corolario (?7?) ja mostramos que Im(p) é subgrupo de N. Mostraremos agora o item
i1) da definicdo de submdédulo. Sejam entdo a € A e y € Im(f) C N. Existe entdao x € M tal
que p(x) =y. Assim (a-x) € M, e

pla-z)=a-p(x)=a-y,

mostrando que a -y é imagem de alguém de M, logo (a-y) € Im(p). Segue que Im(p) é de fato
submodulo de N. O

7.2 Moébdulo quociente

Vamos agora construir o conceito de médulo quociente. Seja H um submoddulo do A-
médulo (M, +), e entdo como M é abeliano, temos que H <1 M, e podemos falar no grupo %,
quociente de M por H. Lembremos que o grupo quociente é o grupo das classes laterais,

M
ﬁ:{x—l—H; xre€M} onde z+H={x+h; heH},

com a operacao dada por
(x+H)+(y+ H) = (z+vy) + H.

O elemento neutro desta operagao é 0yy+H = H e para cada (z+H) € %, o simétrico de (z+H)
é (2/+H) € 3 uma vez que 2’ € M paratodos x € M. Além disso, z+H = y+H < (z—y) € H.

Proposicao 7.8. Se (M, +) é um A-mddulo e H é um submddulo de M, entdo o grupo quociente

M
7 com o produto por escalar

M M
-.Axﬁ - F
(a,x+H) — a-(x+H)=(a-z)+H

€ um A-mddulo, chamado A-mddulo quociente de M por H.

Prova. Primeiramente vamos verificar que a operacao - estd bem definida. Se x + H =y + H
entdo (r —y) € H, e entdo a - (x —y) € H para qualquer escalar a € A, pois H é submédulo.
Como (a-x)—(a-y)=a-(x—y), temos (a-z) — (a-y) € M, donde (a-z)+ H = (a-y) + H,
que mostra que - nao depende do representante escolhido em cada classe de %

Vamos agora verificar os axiomas da definicdo de médulo. Sejam a,b € A e m,n € %,

entdo, m=x+ H en=y+ H com xz,y € M. Temos assim

(axb)-m = (axb)-(x+H)=((axb)-z)+H=(a-x*xb-z)+ H=
(a-z)+H)+(b-z)+H)=a-(x+H)+b-(x+H)=a-m+b-m,
a-(m+n) = a-(z+H)+y+H))=a (r+y)+H)=
(

a-(x+y)+H=(az+a-y)+H=
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(@ 2)+ H)+ (@ y)+ H)=a- @+ H) +a- (y+ H) =a-m+a-n,
(aob)-m = (aob)-(x+H)=((aob)-z)+ H)=
(@ (o) + H=a-((b-2)+ H) =a- (b o+ H) =a-(b-m),
laom = 1la-(z+H)=1a-2)+H=a2+H=m.
M

Portanto, o produto por escalar dado como acima, define no grupo quociente 4; uma

estrutura de A-médulo. O

Como jé vimos que o nicleo Ker(y), e aimagem I'm(y) de um homomorfismo ¢ : M —

N sao submédulos de M e N respectivamente, entao podemos escrever os moédulos quociente

M N

——_— e —, e estamos prontos para o Teorema Fundamental do Homomorfismo de mdédulos.
Ker(p) ~ Im(ep)

Teorema 7.9 (Teorema Fundamental do Homomorfismo). Seja f : M — N um homomorfismo
sobrejetor entre os A-mddulos M e N. Entdo

M
Ker(f)

Prova. Vamos denotar K = Ker(f) e considerar a aplicacao

prg o Im(f)C N
(z+K) = olz+K)=f(r),

e mostrar que ¢ é de fato um isomorfismo. Primeiramente, devemos mostrar que ¢ estd bem

definida. Para tanto, sejam x + K = y + K representantes da mesma classe. Temos entao que
(z—y) € K = Ker(f) e entio f(z —y) = O, logo (z) = f(y) em Im(f).

Tomemos agora a € Aem,n € %, e entdo m = (z+ K) e n = (y + K). Desta forma

pm+n) = o((z+K)+y+K))=p((z+y)+K)=
flz+y) = flz)+ fly) =plz+ K) + oy + K) = p(m) + ¢(n)
pla-m) = opla-(z+K))=p((a z)+K)=
fla-z)=a f(z) =a p(x+K)=a-¢p(m),

mostrando que ¢ é um homomorfismo. Para provar que ¢ é uma bijecao, seja y € I'm(f). Entao
existe a € M com f(a) = y. Escolhemos x = a + K € % e temos p(z) = p(a+ K) = f(a) =y
mostrando a sobrejetividade de ¢. Sejam agora (x+ K), (y+ K) € % com p(x+K) = o(y+ K).

Segue que

plr+K)=9py+K) = fl@)=Ffy) = fl@)-fly)=0nv = [fl@—y) =0y,

donde (z — y) € Ker(f) = K, e entdao x + K = y + K, provando que ¢ ¢ injetora. Fica entao

concluido que ¢ é um isomorfismo e portanto %(f) ~ Im(f). O

Coroléario 7.10. Seja f : M — N um homomorfismo sobrejetor entre os A-médulos M e N.

Entao
M

Ker(f)

~
~
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Coroléario 7.11. Seja f : M — N um homomorfismo sobrejetor entre os A-médulos M e N,

entao
i) Se S € submddulo de M, % ~ %,
ii) Se S € submddulo de N, f*lL(S) ~ %
Prova. Fazer esta demonstragao (primeiro ver se funciona) ... O

Proposicao 7.12. Todo submddulo H de um A-mddulo (M,+) € o nicleo de algum homomor-

fismo.

Prova. Vamos construir tal homomorfismo. Seja % o A-médulo quociente de M por seu
submédulo H. Em 4 estamos considerando a soma de classes (a + H) + (b+ H) = (axb) + H
e o produto por escalar definido em (7.8). Considere a aplicagao
M - —=
1 H
x +— nz)=x+ H.

Primeiro mostremos que 1 é homomorfismo. De fato, se z,y € M e a € A, temos,

n(x +y) (z+y)+H=(z+H)+ (y+H)=n(x)+ny),
na-z) = (a-z)+H=a-(r+H)=a n(r),

e entao 7 é de fato um homomorfismo. Resta mostrar H = Ker(n). Para tanto, mostraremos
a dupla inclusao. Tomemos x € H arbitrario. Como x € H, entao z + H = H, e sabemos que

Orrym = O0n + H = H, e desta forma,
n(x) =xz+H=H = 0yp,

mostrando que z € Ker(n) e consequentemente H C Ker(n). Reciprocamente, seja x € Ker(n).
Entao n(x) = 0p7/p, donde 2+H = 0py/ = Opr+H. Masde x+H = 0p+H temos x—0y € H,
ou z € H, mostrando que Ker(n) C H, e concluindo que H = Ker(n). O

7.3 Mobdulos livres

Fazer esta secgao....



Apéndice A

Notas historicas

Nota A.1. Niels Henrik Abel, de familia pobre, nasceu no dia 5 de agosto de 1802 na ilha
de Finnoy, Noruega. Abel, assim como seus contemporaneos, queria solucionar as equagoes
algébricas de quinto grau, um dos grandes desafios de sua época, e enquanto estudante secunda-
rista, publicou uma nota sobre a equacdo geral de quinto grau z° +aj2* 4+ asx3 +azx® +asx+as =
0. O pai de Abel, um ministro protestante, morreu em 1820, e Abel teve que assumir a res-
ponsabilidade de cuidar (inclusive financeiramente) da sua méae e seus seis irmaos. Auxiliado
por Holmboe, seu professor, que angariou recursos, Abel ingressou em 1821 na Universidade de
Christiania (atual Oslo), e se graduou em 1822. Em 1824, contrariando seus préprios sonhos,
Abel provou a impossibilidade de representacdo de solucao de equacdes de quinto grau por meio
de expressoes radicais, e afirmou que um grupo finito é soltvel se contém uma cadeia de sub-
grupos, Go,G1,...,G, em que, para cada i, G; é normal em G;_1 e o grupo quociente G;_1/G;
é ciclico. Gauss, recusou-se a ler o artigo, exclamando: “aqui estd mais uma monstruosidade!”,
provocando uma profunda antipatia por parte de Abel, que dali para frente, sempre que podia,
criticava Gauss. Abel também investigou generalizagbes do teorema binomial, e mostrou que
as fungoes elipticas sdo generalizagoes das fungoes trigonométricas. Em 1825, Abel encontrou
August Leopold Crelle (1780-1856) que lhe ajudou a ser reconhecido. Crelle fundou na época o
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Jornal para Matemética pura e aplicada).
Os primeiros trés nimeros deste jornal, continham vinte e dois artigos de Abel. Ha controvérsias
sobre quem ajudou quem neste caso. O jornal foi o primeiro periédico no mundo devotado exclu-
sivamente a pesquisa matematica, e s6 aceitava trabalhos inéditos, verdadeiros e de importancia
significativa. Em 1826, Abel visitou Legendre e Cauchy em Paris, onde tentou sem éxito mostrar
suas descobertas. Numa de suas cartas a um amigo escreveu: “Todo principiante tem muita
dificuldade em se fazer notar aqui. Acabei um extenso tratado sobre certas classes de fungdes
transcendentes mas Cauchy nao se dignou a olhd-lo”. Ainda em 1826, Abel publicou Memdria,
que trata sobre uma propriedade de uma classe de fungoes transcendentes. Publicou, em 1827, o
seu principal trabalho com o titulo Recherches sur les fonctions elliptiques. Este trabalho deveria
ser mostrado a Academia de Ciéncias de Paris, onde Cauchy e Legendre foram designados para
referendar o trabalho. Legendre reclamou que o memorial era ilegivel, escrito com tinta quase
branca e letras mal formadas. Cauchy levou o memorial para casa e jogou-o num canto qualquer
esquecendo-o. Em 1829, Jacobi, numa carta para Legendre, pergunta: “Que descoberta € esta

do Sr. Abel? Alguém a viu? Como pode ter acontecido que esta descoberta, talvez a mais im-
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portante feita neste século, comunicada a sua Academia hd dois anos, tenha escapado a atencdo
de seus colegas?”. O codnsul noruegués em Paris levantou uma questao diplomatica acerca do
manuscrito perdido. Cauchy achou-o em 1830. Foi impresso em 1841, lamentavelmente 12 anos
depois da morte de Abel. Abel morreu de tuberculose, aos 26 anos, na manha do dia 6 de
abril de 1829. A seu respeito, Charles Hermite disse: “Abel deizou o suficiente para manter os

matemdticos ocupados durante quinhentos anos”.

Nota A.2. Peter Ludwig Mejdell Sylow, nasceu em 12 de Dezembro de 1832 em Christiania
(atual Oslo) na Noruega. Sylow estudou na Universidade de Christiania, onde ganhou um
torneio de matematica em 1853, e se graduou em 1856. Devido a falta de vagas para lecionar
na universidade, comegou ensinar matemaética na cidade de Frederikshald em 1858. Trabalhou
primeiramente com funcoes elipticas, inspirado por seu professor de matematica pura, Ole Jacob
Broch. Encontrou mais tarde trabalhos de Abel, em solubilidade de equagbes algébricas por
radicais, que achou mais interessante. Em 1861, em Paris, assistiu aulas de Chasles em teoria
das conicas, de Liouville em mecanica racional e de Duhamel em teoria dos limites. Em Berlin,
teve proveitosas conversas com Kronecker, mas nao conseguiu assistir aulas de Weierstrass, que
estava doente na época. Em 1862, substituindo Broch, Sylow conferenciou na Universidade de
Christiania, onde explicou trabalhos de Abel e Galois em equagoes algébricas. Todavia apesar
de nao provar os Teoremas de Sylow nesta época (ele os publicou 10 anos depois) ele apresentou
questoes sobre eles. Depois de provado o Teorema de Cauchy, que afirma que um grupo de
ordem divisivel por um primo p tem um subgrupo de ordem p, Sylow perguntou entao se isto
poderia ser generalizado para poténcias de p. Em 1872, Sylow publicou o artigo Théorémes sur
les groupes de substitutions, na Mathematische Annalen, volume 5 (584 - 594), onde figuram os
trés Teoremas de Sylow. Quase todos os trabalhos sobre grupos finitos usam os Teoremas de
Sylow. Sylow tornou-se um editor da Acta Mathematica e em 1894, foi agraciado com o titulo
de doutor honorario da universidade de Copenhagen. Lie criou uma cadeira especial para Sylow
na universidade de Christiania e Sylow ensinou l4 a partir de 1898. Sylow morreu em 7 de

Setembro de 1918 também em Christiania.

Nota A.3. Evariste Galois, nasceu num vilarejo, préximo a Paris, chamado Bourg-’Egalité,
(agora Bourg-la-Reine) no dia 25 de outubro de 1811. Seu pai, Nicholas Gabriel Galois, um
homem muito culto foi prefeito de Bourg-’Egalité, e sua mae Adelaide Marie Demante, com
formacao em filosofia, literatura classica e religiao, ensinava grego, latim e religiao a Evariste
até seus doze anos. Em 1823, Galois ingressa no internato Lycée de Louis-le-Grand. Nao era
um bom aluno, sendo considerado abaixo do padrao exigido, entretanto, no internato teve a
oportunidade de ler trabalhos de Lagrange e Legendre, quando descobriu sua vocacgao para
a matematica. Em 1827, Galois ingressou no seu primeiro curso de matemaéatica. Mas seu
sonho era a Ecole Polytechnique de Paris (fundada por Napoledo Bonaparte), e em 1828, se
submeteu, sem éxito, ao exame da Ecole Polytechnique. Passou a assistir, como ouvinte, na
Ecole Polytechnique, as aulas ministradas por Louis Paul Emile Richard, que reconheceu o
génio precoce, e lhe facilitou o acesso aos trabalhos contemporaneos de Abel, Cauchy, Gauss e
Jacobi. Em abril de 1829, Galois publicou o seu primeiro trabalho sobre funcoes continuas nos
Annales de Mathématiques e no més seguinte, submeteu artigos relacionados com a solugao de
equagoes algébricas a Academia de Ciéncias em que Cauchy fora designado para julgar. Em

julho de 1829, abalado pela recente morte de seu pai, Galois apresentou-se mais uma vez para
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exame na Ecole Polytechnique, e irritando-se com o examinador Monsieur Dinet, atirou-lhe um
apagador na cabega. Ha controvérsias sobre a veracidade deste acontecimento. Galois desejava
resolver a equagao geral de quinto grau que era um dos desafios de sua época. O trabalho
de Abel neste assunto, inspirou Galois que procurou razées mais profundas da insolubilidade
das equagoes algébricas. Galois entao enunciou que Uma equacdo algébrica pode ser resolvida
por meio de radicais se e somente se o seu grupo, em relacdo ao corpo de seus coeficientes, €
solivel. Em dezembro de 1829, Galois foi admitido na Ecole Normale Supérieure. Em fevereiro
de 1830, Galois enviou a Cauchy trabalhos adicionais sobre as teorias das equagoes. Cauchy
ficou impressionado com os trabalhos, e julgou-o digno de participar da competicao do Grande
Prémio de Matematica da Academia. Galois, imediatamente juntou os trabalhos em uma tnica
memoria e remeteu-os ao secretario da Academia, Jean Baptiste Fourier, que faleceu logo apds
receber os papéis, que desta forma se perderam e nao foram avaliados para o prémio. Ainda
em 1830, Galois redigiu um manifesto violento, contra o diretor Monsieur Guigniault, e foi
expulso da Ecole Normale Supérieure. Depois disso, Galois esteve envolvido em movimentos
contra o Rei Louis-Phillipe I, e foi preso duas vezes. Nesse periodo, ficara sabendo que sua
memoria fora rejeitada, sob alegacao de que a redacao era demasiadamente concisa, tornando
a leitura incompreensivel. Na prisao de Sieur Faultrier conheceu Stéphanie-Félice Poterine du
Motel, e se apaixonou. Quando libertado, em abril de 1832, comegou a troca de cartas com
Stéphanie, que estava comprometida com Pescheux d’Herinville e que, descobrindo a infidelidade
da noiva, desafiou Galois para um duelo a fim de lavar a sua honra. Na noite que antecedia
o duelo, Galois escreveu uma carta Lettre a Auguste Chevalier, solicitando ao amigo Chevalier
que submetesse os seus trabalhos a apreciagao de Gauss e Jacobi. A carta dizia o seguinte:
“(...) Fiz novas descobertas em andlise. (...) Na teoria da equagoes pesquisei as condigdes para
a solucdo de equagoes por radicais. Aprofundei esta teoria e descrevi todas as transformacdes
possiveis em uma equacdo, mesmo ela nao sendo resolvida por radicais. Todas as descobertas
estGo aqui, nesses trés ensaios matemdticos. (...) Por favor, peca a Gauss e a Jacobi para
que déem opinioes, nao pela verdade, mas devido a importancia desses teoremas. Espero que
alguns homens achem valioso analisar esta misturada (...)”. Na manha da quarta-feira do dia
30 de maio de 1832, Galois e D’Herbinville se enfrentaram armados com pistolas e Galois foi
baleado no estomago. No dia 31 de maio de 1832, Galois nao resistiu e faleceu. Apds a sua
morte, o irmao de Galois, e Auguste Chevalier copiaram os ensaios matematicos e os enviaram
em setembro de 1832 a Gauss, Jacobi e outros matematicos. Somente em 1846, uma cépia dos
trabalhos de Galois chegou as maos de Joseph Liouville que reconheceu o magnifico trabalho,
editou e publicou parte dos manuscritos no Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.
Galois tinha de fato formulado uma completa explicacao de como se poderia obter solugoes para
equacoes do quinto grau. Estabeleceu as condigoes sob as quais uma equacao algébrica admite
uma solugao por radicais, e examinou as equacoes de grau maior do que cinco, identificando as
que tinham solucoes. Galois foi considerado o verdadeiro iniciador da teoria dos grupos, e a ele

deve-se também o termo grupo.

Nota A.4. Joseph Louis de Lagrange nasceu em 25 de janeiro de 1736, em Turim, na Itélia. Foi
educado em Turim e aos dezesseis anos foi nomeado professor de geometria na Real Escola de
Artilharia de Turim. Autodidata por natureza, aos dezenove anos de idade enviou a Leonhard
Euler um estudo a partir do qual se desenvolveu o calculo das variagbes. Em 1758, ajudou

a fundar a Academia Real de Ciéncias. Lagrange explorou todos os ramos da matemaética
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existentes de sua época. Em 1759 apresentou um modelo tedrico de cordas vibrantes, baseado
no modelo de massas iguais, uniformemente espacadas e ligadas entre si por molas com a mesma
constante elastica. Lagrange recebeu, nos anos de 1764, 1766, 1772, 1774 e 1778, o prémio
oferecido pela Academia de Ciéncias de Paris, por seus trabalhos originais. Sucedeu a Euler,
em 1766, como diretor da Matematica na Academia da Ciéncia de Berlim, durante 21 anos.
Em Berlim trabalhou em astronomia, teoria das equagoes, mecanica, entre outros assuntos. Em
teoria dos niimeros provou que todo natural é soma de quatro quadrados e o Teorema de Wilson
(p é primo, se e 86 se, p divide (p—1)!+1). Em 1787, tornou-se membro da Academia de Ciéncias
de Paris e professor das escolas Normal e Politécnica. Em 1788, Lagrange publicou Mecanica
Analitica considerada um poema cientifico pela perfeicao e grandeza de sua estrutura. Esta obra
continha todo o trabalho e investigacoes feitas no campo da mecanica desde Newton, e que se
tornou notavel pelo uso da teoria das equagoes diferenciais. Em 1790, Lagrange trabalhou no
sistema métrico e investigou a base decimal. Em 1797 publicou o livro denominado Théorie des

Fonctions Analytiques. Lagrange faleceu em 10 de abril de 1813, em Paris.

Nota A.5. Arthur Cayley nasceu em 16 de agosto de 1821, em Richmond, na Inglaterra. Passou
parte da infancia na Russia, pois seu pai era comerciante em Sao Petesburgo. Em 1838, comegou
a graduagao no Trinity College, em Cambridge, e enquanto aluno, publicou trés artigos no recen-
temente criado, Cambridge Mathematical Journal. Concluiu a graduagao 1842. Por mais quatro
anos, tendo ganho uma bolsa para pesquisa, Cayley ensinou em Cambridge onde publicou 28
artigos no Cambridge Mathematical Journal. Nesta época, inspirado por um trabalho de Boole,
Cayley estudou as formas algébricas e seus invariantes por transformagoes lineares homogéneas.
Em 1843 criou a Geometria Analitica no espaco de dimensao n, usando determinantes como ins-
trumento bésico. Alids, Cayley foi pioneiro no estudo de matrizes. Definiu matriz nula, matriz
identidade e foi o primeiro a usar a matriz entre duas barras para indicar o determinante. Com
o término da bolsa, Cayley foi forgado a procurar outro emprego, e entdo comegou a estudar
direito. Enquanto estudante de direito, Cayley assistiu em Dublin (Irlanda) aulas de Hamilton,
em quatérnios. Em 1849, publicou um trabalho, onde juntou suas ideias sobre permutacgoes com
as ideias de Cauchy. Ainda em 1849, Cayley obteve grau em direito. Cayley trabalharia como
advogado pelos préoximos 14 anos, fazendo matematica nas suas horas de folga, como hobby. Du-
rante estes 14 anos como advogado, Cayley publicou em torno de 250 artigos matematicos. Em
andlise, Cayley estudou as fungoes elipticas e abelianas, e as fungoes representadas por integrais
definidas. Em mecanica celeste trabalhou a teoria das perturbacoes e o método de determinacao
das érbitas planetarias. Em geometria nao-Euclidiana, Cayley desenvolveu a algebra matricial.
Pela quantidade de trabalhos produzidos, Cayley s6 podia ser comparado a Euler e Cauchy. Em
1854 Cayley escreveu dois artigos notaveis em teoria de grupos abstratos. Neles Cayley definiu
um grupo abstrato e introduziu a T'dbua de Cayley, para mostrar a operacao de um grupo. Ele
exibiu a tabua de operagao para grupos especiais de permutacao. Além disso, Cayley percebeu
que as matrizes e os quatérnios eram grupos. Em 1858, Cayley mostrou que os quatérnios podem
ser representados por meio de matrizes quadradas de ordem 2, com coeficientes complexos. Em
1863 Cayley foi indicado para uma cadeira de professor de matematica pura em Cambridge. O
saldrio nao era tao bom quanto o de advogado, mas Cayley ficou muito feliz por ter a chance de
dedicar todo o seu tempo para a matemédtica. Em 1881, foi convidado para dar aulas na Univer-
sidade Johns Hopkins (Estados Unidos), onde seu amigo Sylvester, era professor de matemaética.

De janeiro a maio de 1882, Cayley lecionou nesta universidade funcoes abelianas e fungoes theta.
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No periodo de 1889 a 1898, Cayley publicou mais de novecentos trabalhos, abrangendo todos
os ramos da matemadtica pura. Suas obras completas foram publicadas em Cambridge, em 13
volumes, com o titulo The Collected Mathematical papers of Arthur Cayley. Cayley faleceu em

26 de janeiro de 1895, em Cambridge, na Inglaterra, antes da publicagao total de suas obras.



Notacoe

S

Fim de uma demonstracao;

Fim de um exemplo;

Anel quociente pelo ideal I;

Grupo quociente pelo subgrupo normal H;
Conjunto quociente pela relacao de equivaléncia ~;
Elemento comutador de g e h;

Conjunto dominio da aplicacao f;

Range ou conjunto imagem da aplicagao f;
Centro ou centralizador do elemento a;
Centro ou centralizador do grupo G;
Normalizador do elemento a;
Normalizador do grupo Gj

Kernel ou nucleo da aplicacao f;

Ordem ou cardinalidade do grupo Gj

Terminar esta tabela...
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