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Resumo. A teoria dos grafos proporciona ferramentas simples, acessiveis e
poderosas para a constru¢do de modelos e resolugdo de problemas relacionados
com arranjos de objetos discretos. Ela esta relacionada com muitos ramos da
matemdatica, incluindo teoria de grupos, teoria de matrizes, andlise numérica,
probabilidade, topologia e obviamente combinatoria. A localiza¢do de medianas é
um dos tipos de problemas importantes da teoria dos grafos. Neste problema, o
objetivo é a alocacdo de facilities' em uma determinada rede, representada por um

grafo.

Palavras chaves. Grafos, arestas, vértices, mediana.

' A palavra facility vem do inglés e ndo possui traducdo, mas alguns autores a traduzem por facilidade.

Ela representa fabricas, depdsitos, escolas, etc.



1. Introducio

A teoria dos grafos ¢ muito conhecida e utilizada no ensino superior, conforme afirmam
Silva e Nascimento (2007). Segundo Rabuske (1992), a teoria dos grafos proporciona
ferramentas simples, acessiveis e poderosas para a constru¢do de modelos e resolugdo de
problemas relacionados com arranjos de objetos discretos. Pode-se dizer que a teoria
dos grafos ¢ um dos mais simples ¢ mais elegantes assuntos da matematica moderna,
possuindo uma variedade de aplicagdes. Baseada na simples idéia de pontos interligados
por linhas, a teoria dos grafos combina estes ingredientes basicos em um rico sortimento
de formas e dota estas propriedades com caracteristicas flexiveis, fazendo assim, com
que esta teoria seja uma ferramenta util para estudar varios tipos de sistemas.

O grande impulso para o desenvolvimento da teoria dos grafos foi o problema de
Euler, também chamado problema das sete pontes de Konigsberg, constituido por ilhas
ligadas as margens por seis pontes, além de uma sétima que interligava as duas ilhas
(Figural). Baseava-se no fato que nenhum dos costumeiros freqiientadores do local era
capaz de percorrer essas sete pontes sem passar mais de uma vez por alguma delas.
Eiiler mostrou a Academia de S. Petesburgo, em 1735, a primeira demonstra¢do da
impossibilidade de resolugdo do referido problema, isto €, dada a disposi¢ao das pontes,
era impossivel percorrer todas elas passando uma tnica vez em cada ponte.

Figura 1. O problema das pontes de Konigsberg

Boaventura (2003), afirma que o desenvolvimento da Teoria dos Grafos veio dar-
se, sob o impulso das aplicacdes a problemas de otimizagdo organizacional, dentro do
conjunto de técnicas que forma hoje a pesquisa operacional, ja na segunda metade do
século XIX. Pode-se ainda dizer que esse desenvolvimento ocorreu devido ao
aparecimento do computador, sem o qual a maioria das aplicacdes de grafos seria
impossivel.

2. Conceitos Preliminares
2.1 Defini¢oes

Denomina-se grafo o conjunto G (V, E), onde V é um conjunto finito ¢ ndo vazio ¢ E
um conjunto de pares ordenados, de elementos distintos de V.

Ou seja, um grafo G ¢ definido como sendo um par ordenado (V, E), no qual V ¢
um conjunto e E ¢ uma relagdo binaria sobre V. Os elementos de V sdo denominados
vértices (pontos, ndés ou nodos) e os pares ordenados de E sdo denominados arestas
(linhas ou arcos) do grafo G (Figura 2). Diz-se que uma aresta ¢ incidente sobre os nos



que ela conecta. Dois vértices quaisquer que estejam conectados por uma aresta sdo
chamados adjacentes. Também sdo chamadas de adjacentes duas arestas que se
conectam a um mesmo vértice.

Figura 2. Grafo com 6 vértices e 7 arestas.

Um arco conectando o vértice v com o vértice w sera denotado pelo par ndo
ordenado (v, w). Um grafo ¢ dito orientado quando suas arestas possuem orientagdo ou
dire¢do, em um grafo ndo orientado, uma aresta ligando dois vértices v ¢ w pode ser
representada por (v, w) ou (w, v).

Um grafo € dito dirigido quando suas arestas possuem orienta¢c@o ou direcao.

Um grafo ¢ dito valorado quando atribui-se valores as suas arestas. A ordem de
um grafo G ¢ dada pela cardinalidade do conjunto de vértices. Em um grafo nao
orientado, o grau de um vértice ¢ o nimero de arcos que incidem sobre ele. No caso do
grafo ser dirigido, fala-se em grau de entrada e grau de saida. O grau de entrada ¢ o
numero de arestas que chegam a ele, e o grau e saida € o numero de arestas que saem
dele.

Um vértice que nao possui aresta incidente ¢ dito isolado ou vértice de grau zero,
e um vértice de grau 1 ¢ dito pendente.

Um lago ¢ uma aresta ou arco do tipo a = (v, v), ou seja, que relaciona um vértice
a ele proprio.

Um grafo ¢ regular de grau k, ou k-regular, quando todos os seus vértices tém o
mesmo grau k.

Um grafo ¢ dito conexo se for possivel visitar qualquer vértice, partindo de um
outro e passando por arestas, sendo que esta visita sucessiva ¢ denominada caminho.

2.2 Representaciao de Grafos

2.2.1 Matriz de Adjacéncia

Trata-se de uma matriz A de ordem 7, onde associa-se cada linha e coluna a um vértice.
Os dados estruturais correspondem a valores nulos associados a auséncia de ligagdes e
valores ndo nulos, geralmente 1, quando o grafo for ndo valorado, nas posicoes (i,j)
associados a presenca de arcos, ou seja.



1, se existe a aresta (i, j)

0, se a aresta (7, j) ndo existe

A matriz de adjacéncia de um grafo ndo orientado pode apresentar forma
triangular (superior ou inferior) ou simétrica, j4 que ndo ha distingdo entre os dois
sentidos possiveis para cada aresta.

2.2.2 Matriz de Custo

r

Quando se atribuem valores para as arestas de um grafo ele ¢ chamado de grafo
valorado. Estes valores podem estar representando distancia, tempo de viagem, custo de
viagem, etc. De um modo geral, estes valores sdo chamados custo, independentemente
do que estejam representando. Para um grafo, define-se a matriz de custo D = [d;;] do
seguinte modo:

custo da aresta (i, j), se esta aresta existir
d,; =10sei=j

oo se ndo existir a aresta (i, j)

2.2.3 Matriz de incidéncia

E uma matriz de dimensoes # x m, na qual cada linha corresponde a um vértice ¢ cada
coluna a uma ligagdo.

Dado um grafo G (V, E), de n vértices e m arestas, a matriz de incidéncia de G ¢
denotada por B = [b;;] e é n x m como segue:

Isev, se for vértice inicial de e,

0 em caso contrario ou se e for um lago

Se o grafo G for orientado, podera ser definido como:
I se custo da aresta v, for vérticeinicial dee,
b, =4-1sev, forvértice final dee,

0 em caso contrario ou se e, for um lago

3. Distancia

Aqui serdo apresentados alguns conceitos de distancia, que serdo necessarios para
resolver problemas de mediana, os quais serdo tratados na proxima secao.

Dados dois vértices v e w pertencentes ao grafo G(V, E), denomina-se distancia,



entre v ¢ w, a0 comprimento do menor caminho entre esses dois vértices. No caso da
ndo existéncia desse caminho, considera-se a distancia infinita.

Sera usado d (v, w) como notagdo de distancia entre os vértices v ¢ w.

Em um grafo conexo, distancia ¢ uma métrica, isto &, para todo vértice u, v e w de
G (V, E) tem-se que:

1) d@wv)>0comd(u, v)=0seesdoseu=v;
ii) d (u, v) =d (v, u) ocorre apenas quando o grafo € ndo orientado;

ii1) d(w v)+d@yw)>d (uw).

4. Medianas

Mediana ou centrdide de um grafo G(V, E) ¢ um vértice para o qual a soma das
distancias aos demais vértices ¢ minima. Existem problemas que tem como solu¢do uma
unica mediana (um Unico vértice), chamada de 1-mediana, que serd abordada nesta
secdo. Porém, ha casos em que existem mais de uma mediana como solugdo, chamados
de 2 - mediana, 3 — mediana, ou p — mediana de um modo geral. Os casos em que p > 1
ndo serdo abordados neste trabalho.

Defini¢dao da 1 — mediana: Um nd x; de um grafo G, ¢ chamado de 1 — mediana se

n
0 min{z d,;.h ;i =1..,n} ocorrer para i = k, onde /; representa o peso de vértice j e
J=l

d;; € a menor distancia do vértice i ao vértice j.

Uma mediana ¢ a solucdo para o problema de localizacio de um servigo
comercial de entregas no qual apenas um local seja atendido de cada vez. Trata-se de
um caso extremo no que se refere ao roteamento do servigo, ou seja, a distribuicdo da
programacdo de entregas pelas viagens a isso destinadas. Nos problemas de medianas
ndo se incluem, habitualmente, conotagdes de urgéncia. O conceito de mediana ¢
bastante util em inumeras situagdes praticas. Como exemplos podem-se citar: a
localizagdo de depositos de mercadorias em uma rede de rodovias, onde se deseja
abastecer diversos clientes com localizacdes fixas e conhecidas; a localizagao de cabines
de telefones publicos; localizagdo de uma escola entre varios bairros; localizacdo de
unidades operacionais dos correios, de forma que o deslocamento dos carteiros para
atender a demanda de entregas em determinadas regides seja 0 menor possivel, entre
outras.

Para este trabalho sera apresentado um problema pratico, relativo a uma entrega
de mercadorias, que esta descrito a seguir.

Problema 1 - No municipio de Planalto um restaurante ficou responsavel para
fazer a entrega do almogo aos funcionarios de algumas empresas. A justificativa para tal
atitude ¢ que nessas empresas, muitos funciondrios tem um curto espago de tempo para
0 horario do almogo, pois fazem um horario diferenciado, tornando-se inviavel que se
desloquem das fabricas para fazer sua refei¢do. Sendo assim, o restaurante deve fazer a
entrega dos almogos a cinco empresas, que estdo distribuidas como na figura 3. O
veiculo que faz a entrega ¢ pequeno, tendo o motorista que ir e voltar a cada entrega
para reabastecer o caminhdo.



O gerente do negocio, preocupado com os gastos, deseja descobrir qual é o melhor
local para se instalar. Vamos admitir que a instalacdo do restaurante possa ser feita em
qualquer um destes pontos ou muito proximos a eles, de forma que a soma das
distancias percorridas para fazer as entregas dos almogos seja a menor possivel.

Solugdo: Para resolver o problema acima descrito deve-se primeiramente obter a
matriz das distdncias minimas do grafo em questdo. Com a matriz ja montada deve-se
fazer a soma de todas as linhas, e verificar em qual delas ocorre a menor soma, se este
valor minimo ocorre na linha i entdo este serd o ponto onde podemos instalar o negocio,
com a melhor opg¢ao de forma a minimizar a soma dos caminhos.

=

Figura 3. Problema de localizacio do Restaurante

Matriz das distancias minimas:

a b ¢ d e Soma das Distancias
al0 3 5 6] 20
b|3 0 2 3 8 16
D=c|5 2 0 1 6 14
dij6 3 1 0 5 15
e|l6 8 6 5 0] 25

De acordo com a matriz de custos o problema acima descrito tem como solucdo
0 ponto ¢, com a menor soma satisfazendo as expectativas do gerente, que instalando o
restaurante no ponto ¢, tera a melhor opcéo, para fazer a economia que espera.

4.1 Mediana com demandas

Como citado na defini¢ao de 1 — mediana, pode haver casos ponderados por um fator de
demanda. Para exemplificar, considere-se o problema pratico a seguir.

Problema 2 — Considere-se o grafo da figura 4, que representa uma area
urbanizada de uma cidade, onde se deseja instalar uma “facility”. Uma comissao estuda



o melhor local para instalar um deposito de mercadorias, a fim de abastecer diversos
clientes, de forma que a distancia percorrida para atendé-los seja a menor possivel. Ja
que os meios de transporte sdo de pequeno porte, para cada entrega o veiculo sai do
deposito, descarrega e retorna para reabastecer. Os vértices a, b, ¢, d e e representam 0s
clientes, ou seja pontos onde demandas de servigos sdo geradas diariamente e sdo
indicadas através dos valores entre parénteses proximos aos vértices de onde sdo
originados. O comprimento dos varios segmentos sdo indicados em km (quilémetros),
representando a distancia de uma localidade a outra. Onde deveria estar localizado este
deposito de mercadorias, para minimizar a média da soma das distancias?

@ a (1) 1
(3)

B 2
(2) "=

]
(4) 1

E
3 (1)

d

Figura 4. Representa¢io de uma area urbanizada

Solugdo: Para resolver este problema, primeiramente ¢ necessario construir a
matriz dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices. Esta matriz esta
apresentada a seguir.

a b ¢ d e
al0 4 6 7 10]
b|4 02 3 6

D=c|6 2 01 4
dl7 310 3
el10 6 4 3 0|

Com a matriz ja montada, devemos multiplicar cada coluna pelo peso do vértice j,
e ainda fazer a soma de todas as linhas. O resultado destas operacdes pode ser observado
na matriz D V.



a b ¢ d e Soma das distancias

al0 4 12 7 40] 63
b|12 0 4 3 24 43
DV =¢|18 2 0 1 16 37
dl21 3 2 0 12 38
e|30 6 8 3 0 47

Verificando em qual linha ocorre a menor soma, obtém-se a solu¢do do problema.
Para este caso tem-se como solugdo o ponto ¢, com a menor soma, sendo a melhor
opecdo para instalar o depdsito.

5. Conclusoes

O conceito de mediana ¢ bastante 1til pois tem inumeras aplicagdes. De posse da matriz
de distdncias minimas o algoritmo para resolver um problema de mediana ¢ bastante
simples, requerendo uma quantidade reduzida de célculos.
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