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Resumo. Nos ultimos anos tivemos o surgimento de uma nova geometria, a
Geometria Fractal. Essa geometria caracteriza-se pelo fato de possuir uma dimensdo
fracionaria e pela auto-similaridade de suas figuras. O matemdtico francés Benoit
Mandelbrot, é considerado o pai dessa geometria por ter difundido seus
estudos. A inser¢do dos fractais no ensino fundamental e médio vem colaborar
com o ensino da matemadtica, levando os alunos a perceberem a aplica¢do dos
elementos da matemadtica em nosso cotidiano, desenvolvendo o raciocinio
logico, a visualizacdo, etc. Este trabalho apresenta propostas de atividades
sobre fractais para serem aplicadas em sala de aula com alunos do ensino
fundamental e médio.
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1. Origem da Geometria Fractal

Durante muito tempo a geometria euclidiana foi considerada como a geometria que
melhor descrevia o mundo em que vivemos. Porém ao longo do tempo surgiram varios
questionamentos sobre sua consisténcia, sendo principalmente relacionado ao quinto
postulado de Euclides, o que gerou um grande acontecimento na histéria da matematica,
a descoberta de geometrias ndo euclidianas. Isso abriu caminho para novas geometrias.
Dentre essas novas geometrias, temos o surgimento da geometria fractal. A partir dos
estudos do matematico Benoit Mandelbrot houve desenvolvimento e divulgacdo da
mesma.

De acordo com BARBOSA (2005, p.11) Benoit Mandelbrot, em 1948 deixou a
Franga mudando-se para os Estados Unidos, para estudar Ciéncia Aeroespacial.
Conseguindo em 1958 um cargo no Centro de Pesquisa Thomas Watson (IBM),
passando a trabalhar com problemas de economia.

Mandelbrot iniciou seus estudos da Geometria Fractal com o conjunto de Cantor.
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Na IBM deparou-se com questdes de ruidos nas linhas telefonicas
utilizadas em rede entre os computadores. Mandelbrot soube dos
engenheiros que algum ruido ndo podia ser eliminado e interferia nos
sinais; a aleatoriedade e a irregularidade dos ruidos afastavam os
engenheiros da busca de solugdes. Resolveu o problema empregando
um trabalho de Georg Cantor chamado Poeira de Cantor.(BARBOSA,
2005, p.11).

Mandelbrot chegou a fama, recebendo varias honrarias e prémios, pelos seus feitos.
Ocupando cargos como professor em Harvard e professor de Fisiologia na Faculdade
Einstein de Medicina. Sua principal obra foi “The Fractal Geometry of Nature”, 1977.

2. Conceitos sobre fractal

A geometria fractal, ao ser descoberta e difundida pode representar diversos fendmenos
naturais, e ainda ser aplicada a fendmenos sociais.

Ao observarmos as criagdes humanas como edificios, produtos industriais entre
outros do cotidiano, percebemos que eles podem ser modelados pela geometria
euclidiana, por meio de quadrilateros, poliedros, corpos redondos, e outros estudados
nas escolas e que fazem parte da historia da matematica. Essa geometria serviu durante
muito tempo para modelar a natureza, e na maioria dos casos ainda continua sendo
empregada. Contudo notamos que nem todas as formas existentes na natureza sdo
regulares e suaves, sendo na maioria das vezes complexas e irregulares. Como ¢é o caso
de nuvens, reldmpagos, certas arvores e plantas, sendo assim, ndo conseguimos de
maneira satisfatoria modela-los por meio da geometria euclidiana, no entanto o0 mesmo
¢ possivel quando utilizamos a Geometria Fractal.

Além de se apresentarem como formas geométricas, os fractais podem ser
representados por fungdes reais ou complexas e apresentam determinadas
caracteristicas: auto-semelhanga, dimensionalidade e a complexidade infinita.

As principais caracteristicas dos fractais, de acordo com Borssoi (2005, p.11), sdo:
Auto-similaridade: Ao tomarmos um trecho do fractal, percebemos
que tal trecho é semelhante ao fractal, apenas com uma reducdo na
escala, do tamanho original. Esta caracteristica permanece em
qualquer nivel de construcdo do fractal,

Estrutura fina: O grau de detalhamento de um fractal ndo diminui se
examinarmos uma por¢do arbitrariamente pequena do mesmo. O
fractal possui detalhes em partes tdo pequenas como possamos
imaginar;

Simplicidade da lei de formagdo: o alto grau de detalhamento e a
complexidade da estrutura de um fractal ndo impedem que sejam
formados por processos simples. Assim ¢é possivel construirmos
fractais, aplicando algoritmos.

3. Definicdo e Dimensao Fractal

Na literatura encontramos algumas defini¢des de fractal. Mandelbrolt inicialmente usou
conceitos de dimensdo para defini-lo, admitindo como fractal, um conjunto para o qual
a dimensdo Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a dimensdo topoldgica. Essa
definicdo recebeu algumas criticas e também nao satisfazia o proprio Mandelbrolt.
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Enunciemos agora algumas defini¢des dadas por outros autores:

J. Feder (apud, Barbosa 2005): Um fractal ¢ uma forma cujas partes se assemelham ao
seu todo sob alguns aspectos.

K.J. Falconer (apud, Barbosa, 2005): Um conjunto F ¢ fractal se:

- F possui alguma forma de “auto-similaridade” ainda que aproximada ou
estatistica;

- A dimensao fractal, definida de alguma forma, é maior que a sua dimensao
topologica;

- O conjunto F pode ser expresso através de um procedimento recursivo ou
iterativo.

Em nosso trabalho usaremos a seguinte defini¢do de fractal, que apesar de simples
nos possibilita uma melhor compreensdo do que ¢ um fractal: “Fractais sdo objetos que
apresentam auto-semelhanga e complexidade infinita, ou seja, sempre contém copias,
aproximadas ou ndo, de si mesmos e sdo gerados pela iteracdo de processos simples”
Dupond (apud, Borssoi, 2005):.

Quanto a dimensdo, sabemos que o ponto possui dimensdo topologica zero, as
linhas unidimensionais dimensdo um, as superficies dimensdo dois e os solidos
dimensdo trés, e embora ndo sejamos capazes de visualizar concretamente existem ainda
dimensdes maiores que trés. Segundo SERRA (p. 14, 1997) “A dimensdo de uma
figura, € uma dimensdo topoldgica, que se exprime sempre como um numero inteiro”.

Os fractais também sdo figuras que possuem dimensdo topologica, no entanto
pode-se considerar o conceito de dimensdo espacial que relaciona o espago que a figura
ocupa. Neste sentido, podemos observar que a ilha de Koch (figura 9), por exemplo,
ocupa mais espaco que uma curva simples e, no entanto, ndo ocupa um espaco do
tamanho do plano que a contém, logo ela possui uma dimensdo maior que um e menor
que dois, ou seja, uma dimensao fracionaria.

De acordo com SERRA (1997, p.15):
As dimensodes fraciondrias sdo usualmente denominadas dimenséo
fractal. Quando um fractal apresenta auto-similaridade estrita, sua
dimens3o pode ser determinada por um método simples que se
delineia na passagem de um dado nivel na construgdo do fractal para o
nivel imediatamente seguinte. Sendo assim basta anotarmos:
O numero p de subpartes similares que se tomam no lugar de uma
dada parte do fractal;
O fator de reducdo ¢ da parte considerada para cada subparte que entra
em seu lugar.
A dimensdo espacial ¢ calculada, entdo pela quantidade:

log p
logg

dim = -

4. Atividades sobre fractal

A insercdo de fractal nos ensinos fundamental ¢ médio vem colaborar com o ensino da
Matematica, preenchendo algumas lacunas que foram deixadas pela geometria
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euclidiana, principalmente no que diz respeito as formas existentes na natureza,
possibilita trabalhar a interdisciplinaridade e o acesso ao computador.

Atividades envolvendo fractais possibilitam ao aluno o desenvolvimento do
raciocinio - 16gico matematico, a integracdo entre conceitos matematicos e elementos do
cotidiano, desenvolvimento do senso estético, criatividade, entre outras habilidades.

De acordo com Sallum (p.1, 2005):

A introdugdo de fractais no ensino médio, além de satisfazer a
curiosidade de quantos ja ouviram falar neles, propicia a oportunidade
de trabalhar com processos iterativos, escrever formulas gerais, criar
algoritmos, calcular areas e perimetros de figuras com complexidade
crescente, introduzir uma idéia intuitiva do conceito de limite e € um
excelente topico para aplicagdo de progressdes geométrica e estimulo
ao uso de tabelas.

Apresentaremos agora, algumas atividades que podem ser utilizadas para a
construcdo do conhecimento dos alunos, que envolvem a construgao de fractais.

4.1 Fractal Trimino

A construcdo do fractal trimind oportuniza o trabalho com seqiiéncias e progressao
geométrica. Alguns dos objetivos ao realizar esta atividade sdo: reconhecer uma
seqiiéncia numérica, estimar a quantidade de pegas em cada iteragdo, organizar dados
em tabela, identificar a razdo da progressdo geométrica e construir a formula do termo
geral da progressdo geométrica.

Para se construir tal fractal, deve-se pegar pecinhas quadradas (ou cubinhos) e,
primeiramente fazer a conexao de 3 quadrados (ou cubinhos) em forma de L, de modo
que este serd um fractal trimin6 de nivel 1. Para obter o fractal de nivel 2 devemos
substituir cada peca por um trimind L, obtendo-se assim um fractal triminé de nivel 2.

Repete-se o processo empregado na obtencdo do fractal de nivel 2, para se obter o
fractal de nivel 3. Os passos para obtengdo dos proximos niveis sdo analogos.

Apos a construgao desse fractal, pode-se explorar a quantidade de pegas que foram
utilizadas em cada iteracdo, e construir a tabela abaixo.

Tabela 1. Trimino

Nivel do Fractal Quantidade de quadrados

1 3=3'

2 9=3°

3 27 =3

4 81=3"

5 243=3
\} \

n 3"
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Podemos induzir os alunos a descobrir a lei de formag@o, como apresentada acima,
ou seja, para o nivel n, o nimero de quadrados a serem utilizados sera 3".

Podemos ainda identificar a seqiiéncia numérica formada pelas quantidades de
quadrados { 3,9, 27....,3"}, esta seqiiéncia determina uma progressio geométrica, onde
0 primeiro termo ¢ a; -3 e a razdo dada por a, / a;, ou seja, g= 9/3 = 3. O termo geral da
P.G.¢éa,=a;*q"", entdo teremos a, = 3%¥3"".

Outra atividade interessante ¢ sugerir que cada aluno crie seu proprio fractal,
usando desenho geométrico, algarismo ou até mesmo letra do alfabeto. O processo de
construcao dos fractais de nivel superior ao tomado de molde ¢ analoga ao processo
para o fractal trimind, descritos anteriormente.

Apbs a construcdo os alunos deveram determinar a razdo da P.G. bem como a lei
de formacao da P.G.

4.2 Triangulo de Sierpinski

A construcao do triangulo de Sierpinski aborda conceitos sobre triangulos eqiiilateros,
mediatriz e ponto médio de um segmento.

Tomemos um tridngulo eqiiilatero de lado L e area A, determinar os pontos
médios de cada lado e unir esses pontos, obtendo assim um novo triangulo eqiiilatero de
lado L/2. Assim dividimos o tridngulo inicial em quatro tridngulos congruentes, sendo
cada um deles % do tridngulo inicial.

Retira-se o triangulo central, e agora se repete em cada um dos triangulos restantes
as mesmas construgdes, obtendo-se os pontos médios e unindo os pontos de modo a
formar novos triangulos eqiilateros, retirando o tridngulo central. Assim, na segunda
iteracdo teremos 9 triangulos, de lado L/4.

Este processo se repete indefinidamente, sendo que a cada nova iteracao teremos
uma figura com tridngulos cada vez menores.

WY Yr

Figura 1. Tridngulo de Sierpinski.

Organizando os dados obtidos na tabela abaixo:
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Tabela 2. Tridngulo de Sierpinski

Nivel 0 1 2 300 n
N° de 1 3 3’ 3 3"
triangulos
Aread A 2 . n
rea de l A l A l - l A
cada 4 4 4 4
triangulo
A A 2 . n
Nua | (3 oa | (3o ENION
Total 4 4 4 4

n g = |:'|
Logo, a area total, A, - [ij *A, tende a zero, pois ng”.}m A
4

Utilizando o método descrito anteriormente para o célculo da dimensdo fractal,
teremos que o tridngulo inicial no nivel 1, é substituido por 3 triangulos no nivel dois,

logo p = 3. Cada um desses tridngulos tem lado L/2, ou seja, o fator de reducdo é g = Y.

Assim
dim=. 1083 _ 1083 _ sei560501.
log% log

4.3 Ilha de Koch

Podemos utilizar varios softwares para construir fractais. Usaremos o software livre
GeoGebra para construir a ilha de Koch.

Um dos objetivos desta atividade ¢ estimular a constru¢do de figuras com régua
e compasso, neste caso usando GeoGebra. Descreveremos os detalhes para que mesmo
quem nao conhece o funcionamento do software seja capaz de construir esse fractal.

Inicialmente vamos considerar um tridngulo eqiiilatero. Para construi-lo, abra o
GeoGebra ¢ localize na barra de ferramenta o botao referente a poligonos, geralmente ¢
o botdo 5. Coloque o cursor no canto inferior, clique e selecione poligono regular.
Coloque o cursor sobre a area de apresentagdo grafica, o plano cartesiano, e clique, vocé
marcard o vértice A do tridngulo, escolha outro ponto e clique, marcara o vértice B.
Aparecera uma janela perguntando quantos pontos o seu poligono regular terd. Digite 3
e tecle aplicar.

Precisamos dividir cada lado do tridngulo obtido anteriormente em trés partes
congruentes. Vamos utilizar o teorema de Tales: “ Se duas retas sdo transversais de um
feixe de retas paralelas, entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas ¢
igual a razdo entre os respectivos segmentos correspondentes da outra”
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Vamos construir um segmento com uma extremidade no vértice A do triangulo,
para isso, na barra de ferramenta encontre o botdo 3, referente a reta definida por dois
pontos, coloque o mouse no canto inferior, clique e selecione segmento definido por
dois pontos. Coloque o cursor no ponto A e desenhe um segmento AD, de tal forma que
D ndo seja colinear aos lados do tridngulo e forme um angulo agudo com AC. Marque
sobre o segmento AD um ponto, proximo de A, utilizando a ferramenta novo ponto,
botdo 2, colocando o cursor no segmento, clicando e obtendo o ponto E.

]

.H i -C
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L\ i D

le /_L;a/
1‘?\: b=1436

|

\ lB

Figura 2. Construcio da primeira iteracio da ilha de Koch

Localize a ferramenta referente a reflexdo com relacdo a uma reta, o botdo 8,
clique e escolha reflexdo com relagdo a um ponto, clique em A, em E obtendo o ponto
A’. Agora clique em E e A’ obtendo E’. Ative a ferramenta segmento definido por dois
pontos, clique em E’ e no vértice C. Vamos tragar retas paralelas ao segmento E’C
passando pelos pontos A’ ¢ E. Para isso, encontre a ferramenta reta perpendicular, abra,
clique em reta paralela, clique no segmento E’C e no ponto A, repita o processo para
encontrar a paralela a E’D passando por E. Clique nos ponto de intersec¢do do lado AC
do tridngulo com as paralelas.

Pelo teorema de Tales, como as medidas dos lados sdo proporcionais e
construimos segmentos congruentes em AD, entdo temos segmentos congruentes no
lado AC do triangulo.

Para melhor visualizar o grafico fractal, usaremos a ferramenta exibir/esconder
objetos, no ultimo botdo, para esconder as retas paralelas e o segmento AD. Pode
esconder também os pontos.

Figura 3. Construcdo da primeira iteracdo da curva de Koch com as retas
paralelas escondidas



XXIl SEMANA ACADEMICA DA MATEMATICA

Para criar um tridngulo eqiiildtero com vértices nos pontos G e F que foram
encontrados pela interseccdo das paralelas com o lado do tridngulo inicial utilize a
ferramenta poligono regular, clique respectivamente nos pontos € aparecera uma janela
perguntando quantos pontos o seu poligono regular terd. Digite 3 e tecle aplicar.

Caso o triangulo menor seja construido dentro do triangulo inicial podemos usar
a ferramenta reflexdo com relacdo a uma reta, clique no vértice do tridngulo menor que
esta dentro do tridngulo inicial depois no lado do tridngulo, obtendo o vértice refletido.
Proceda com a construgdo do triangulo eqiiilatero usando a ferramenta poligono regular,
clicando no vértice refletido e em um dos pontos G ou F, conforme figura 3.

a\
p
\
R
\
/N

Figura 4. Construgio do triingulo refletido por uma reta

Ap6s esconda o triangulo que estd dentro do triangulo inicial. Aplique o0 mesmo
procedimento para os outros lados do triangulo inicial

:.\\ //,‘
Vv

Figura 5. Primeira iteracio da curva de Koch

Procedendo da mesma forma anterior encontre um tridngulo eqiiilatero em cada
um dos lados externos da figura 5, obtendo a figura 6.
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Figura 6. Segunda iteracdo da curva de Koch

O processo pode ser repetido indefinidamente, € quanto maior o nimero de
iteragdes, maior o perimetro da curva de Koch, mas sua area ¢ limitada.

Vamos agora calcular a area da curva de Koch que se obtém apos trés iteragdes.
Seja L a medida dos lados do triangulo inicial, logo sua area ¢ dada por:

= Lz\/g

4

A

0

S . A L . .
Na primeira iteracdo acrescentamos 3 tridngulos de lado —, cuja area ¢ de

23 23

cada, logo, temos um acréscimo na area de

, Ou seja, a area apos a 1?

iteracdo sera,

_ 23 . 23

Al
4 12

. ~ n L .,
Na segunda iteragdo temos 12 novos tridngulos de lado —, cuja drea de cada

2 2
. Portanto temos um novo acréscimo na area de, 2—7 , Ou seja,

_ V3, N3 N3

’ 4 12 27

tridngulo ¢

A

Na 3% iteragdo tem-se 48 novos tridngulos de lado % , onde a area é dada por

23 4123

916" Deste modo o acréscimo na area da figura € de
de Koch apds a 3% iteracao ¢ dada por,

2 2 2 2
:LJ5+LJ§+LJ§+4LJ§_

4 12 27 243

. Portanto a area da curva

Aj
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Para identificar a area na iteragdo n, basta calcular a soma n primeiros termos da
PG formada pelas iteragdes da ilha de Koch.

Para calcular a dimensao da ilha de Koch, devemos observar que a cada iteragdo
substituimos um segmento por quatro novos segmentos, ou seja, p = 4 e ainda cada um

L 1 . < 4
desses segmentos tem medldag , logo q= 3 Portanto a dimensdo ¢

Neste trabalho foram apresentadas algumas atividades que podem ser utilizadas
no ensino da Geometria Fractal.
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