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1. Mostre que a sequéncia (z,,) de nimeros reais,
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definida por x,, = 1 + % + -+ 2,%1 para todo n € N, converge.

Solugao: Modo 1: (Reescrevendo o termo z,) Notemos que na sequéncia dada,
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para todo n € N. Desta forma,
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e portanto
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Como lim2 = 2 e lim —— = 0 entdo limz, = lim?2 — AT = lim2 — lim AT = 2.

2n—1
Assim segue que (z,) é uma sequéncia convergente com lim z,, = 2.

Modo 2: (Usando resultados conhecidos) Vamos mostrar que (x,) é uma sequéncia crescente

e limitada (superiormente). Claramente para qualquer n € N temos que
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Segue entao que a sequéncia (x,) é crescente. Agora, também para todo n € N, temos

que
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Segue que 2z, — z, < 2, donde z,, < 2 para todo n € N. A sequéncia (z,) é entao lim-
itada superiormente. Segue que (z,,) é crescente e limitada superiormente e portanto convergente.



2. Sejam (x,) e (yy) duas sequéncias de nimeros reais com lim z,, = L e limy,, = M. Mostre que

lim(zpy,) = LM.

Solugao: Suponha entao limz, = L e limy,, = M. Para provar que lim(z,y,) = LM, seja € > 0

arbitrario.

Como (z,) é uma sequéncia convergente, entdo é também uma sequéncia limitada.

Desta forma, existe C € R com C' > 0, de forma que

|z, | < C, para todo n € N.

Além disso, do fato de que (z,) converge, entdo para o nimero W > 0, existe

n1 € N de forma que

£
|z, — L| < 5 para todo n > ni,

(IM]+1)’
e do fato de que (y,) converge, entao para o nimero ﬁ > 0, existe no € N de forma que
€

9

lyn — M| < el para todo n > ng.

Nestes termos, tomando ng = max{ni,n2}, se n > ng entdo n > ny e n > ny. Assim

para todo n > ng, temos que
|mnyn - LM’ = |$nyn -z M+, M — LM‘
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Segue da definigdo de convergéncia de sequéncias que lim x,y, = LM. [ |
3. Se (z,) é uma sequéncia de nimeros reais que satisfaz lim x,, = co, mostre que lim — = 0,

x
qualquer que seja C € R. "

Solucao: Seja C € R arbitrario e suponha que lim x,, = co. Para provar que lim % = 0, tomemos
€ > 0 arbitrario.

|C|+1
€

Como lim z,, = 0o, entao para o nimero existe ng € N de forma que

Cl+1
0< L < Tp, para todo n > ng.
€
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Desta forma, para todo n > ng temos que ]x—n\ =< T+ 1 e portanto
C |C| [ € ] [ |C| }
— =< |C = e <e.
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Segue da definicdo de convergéncia de sequéncias que lim — = 0. [ |

n

4. Seja (z,) uma sequéncia de niumeros reais. Suponha que as subsequéncias (x1, x3, x5, z7,...) €
(2, x4, X6, X3, ... ) convergem para o mesmo limite L. Mostre que entao a sequéncia (z,) também

converge para L.
Solugao: Para provar que (x,) converge, seja £ > 0 arbitrario.
Como (zgy,) é uma sequéncia convergente para L, entao existe n; € N de forma que

|xon — L| < e para todo 2n > nj.

Também, como (z2,+1) é uma sequéncia que converge para L, entao existe na € N de
forma que

|xont1 — L < e para todo 2n +1 > no.

Assim, tomando ng > %max{nl, ns}, temos que para todo n > ng, entao 2n > 2ng > ng

e2n—+1>2ng+1>ns+ 1> ny simultaneamente, e portanto

|z, — L| < e.

Segue que (x,) converge para L. [ ]

5. Sejam a,b € R nimeros reais quaisquer. Mostre que a fungdo afim

fiR = R
r — flx)=ax+b

leva sequéncia de Cauchy, em sequéncia de Cauchy. Dito de outra forma, se (z,,) é uma sequéncia
de Cauchy, mostre que a sequéncia (y,) dada por y, = f(z,) para todo n € N, também é sequéncia
de Cauchy.

Solugao: Seja () uma sequéncia de Cauchy, e defina y,, = f(z,) para todo n € N, sendo f
a funcao afim dada por f(x) = ax + b com a,b € R. Para provar que (y,) é uma sequéncia de

Cauchy, seja € > 0 arbitrério.



Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy, entao para o nimero > 0, existe ng € N

la] + 1
de forma que

, para todos m,n > ng.

Desta forma, para todos m,n > ng, temos

Ym = yn| = [ (2m) — f(2n)]
= |laxm + b — ax, —b|

= |a||Tm — zn]

<]a|[ < }:[ a }5<5.
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Segue da definicao de sequéncia de Cauchy que (y,) é uma sequéncia de Cauchy. W

6. Sejam Y x, e Y y, duas séries convergentes de nimeros reais. Mostre que Y (z, + yn)

Z(xn +yn) = an + Zyn.

converge, e além disso,

Solugao: Como ) x, converge, entao da defini¢ao de convergéncia de séries, a sequéncia das

somas parciais (X}), dada por
Xp=o1+z2+23+ "+ T
é uma sequéncia convergente. Seja M este limite, isto é, > x,, = lim X = M.

Também, como Y y,, converge, entao da definigao de convergéncia de séries, a sequéncia

das somas parciais (Yy), dada por
Ye=yityatys+---+u
¢ uma sequéncia convergente. Seja N este limite, isto é, >y, =limY; = N.
Seja (Sk) a sequéncia das somas parciais de (z,, + yy), isto é,
Sk = (1 +y1) + (@2 4+ y2) + (w3 +y3) + - + (@6 + U)-

Para mostrar que Y (=, + yn) converge, precisamos mostrar que (Sy) é uma sequéncia

convergente. Para isso, basta ver que para todo k € N,

Sk=(r14+vy1)+ (@x2+y2) + (w3 +y3) +- -+ (xp + ur)
=@ +ootas+--+ap)F (i t+rty+o+u) =X+ Y5

Como (X%) e (Yx) sao duas sequéncias convergentes entao existe o limite lim(Xy + Y)
e além disso,

lim X + YV, = lim X, + lim Y.



Sendo assim,
lim Sy, = lim(Xk + Yk) =lim X, +1limY, =M + N,

provando que (S;) é uma sequéncia convergente e portanto » (z, + y,) é uma série convergente.

Além disso,
Z(mn + yp) = lim S = lim X} + lim Y}, = an + Zyn

Para toda esta prova, considere N ={1,2,3,4,...}.



