8% Lista de exercicios de Andlise Real

1. Sejam X C R um conjunto nio vazio, f : X — R uma funciao e a € X’'. Mostre que

lim f(xz) = L, se e somente se lim(f(x) — L) = 0.
r—a r—a

2. Sejam X C R um conjunto néo vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’. Se lim f(z) = L
T—a

e lim g(z) = M, entdo mostre que
T—a

i) lim f(x)+ g(x) = L + M;

T—ra

1) lim f(x)g(x) = LM,

T—ra

ii1) ;13(11 cf(x) = cL qualquer que seja ¢ € R;

iv) lim % = ﬁ desde que M # 0.

z—a 9(@)

3. Mostre diretamente da definicdo de limite que
i) lim ¢ = ¢, quaisquer que sejam a,c € R;
T—a

i7) i}g}bx = a, qualquer que seja a € R.

4. Seja a € R arbitrario.

i) Mostre que se |z — a| < 1 entdo existe M > 0 tal que |z + a| < M.

i1) Dado € > 0 arbitrario, tome 0 = min{1, 57} e mostre que se z € (X — {a}) N (a —0,a + 9)
entdo |12 — a?| < e.

iii) Conclua que lim 2?2 = a?.

r—a

5. Sejam X C R um conjunto ndo vazio, f,g: X — R duas fungdes e a € X’. Se f(x) = g(x)

para todo x € X — {a}, entdo mostre que lim f(z) = lim g(x).
Tr—a r—a

6. (Teorema do confronto) Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g,h : X — R fungoes e

a€ X' Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x € X —{a} e lim f(z) =L = h_r)n g(x), mostre que
r—a r—a

lim h(z) = L.

Tr—a

Solugao: Para mostrar que lim h(x) = L, seja e > 0.
r—a

Entao, para este € > 0, como lim f(x) = lim g(x) = L, entao existem d; > 0 e d2 > 0
T—ra T—a

de forma que

|f(z)—L| <e para todos rze (X —{a})N(a—b1,a+61),



ou equivalentemente
L—-—e<f(xr)<L+e para todos z € (X —{a})N(a—d1,a+ ),
e também
lg(z) — L| <e para todos z € (X —{a})N(a—d2,a+ d2),

ou equivalentemente

L—-e<g(x)<L+e para todos z € (X —{a})N(a—d2,a+d2).

Tomando § = min{d;,d2} > 0, temos que para todo x € (X — {a}) N (a — J,a + 9),
L—ce< f(x)<h(x)<g(r)<L+e

isto é,
|h(z) —L| < ¢ para todo z€ (X —{a})N(a—19d,a+50),

e portanto lim h(z) = L. [ |

T—a

7. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g: X — R duas fungoes e a € X’. Se h_r)n f(x)=1L
r—a
e lim g(x) = M com L < M, entdo mostre que existe 6 > 0 de forma que f(z) < g(z) para todo
Tr—a
z€(a—d,a+0)N(X —A{a}).

8. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f : X — R uma fungido e a € X'. Se lim f(x) = L com
Tr—a
L > 0, entao mostre que existe 0 > 0 de forma que f(z) > 0 para todo = € (a—0d,a+d)N(X —{a}).

9. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f,g: X — R duas funcoes e a € X'. Se lim f(z) =0
Tr—a

e g ¢ limitada, mostre que lim f(x)g(z) = 0 (Mesmo que nao exista o limite de g).
r—a

10. Sejam X C R um conjunto nao vazio, f : X — R uma funcao e a € X'.
i) Se lim f(x) = L ent@o mostre que lim |f(z)| = |L|;
Tr—a r—a

1) Mostre que o reciproco nao é necessariamente verdadeiro, isto é, dé um exemplo em que

lim | f(z)| = |L| mas nao necessariamente lim f(x) = L;
T—a r—a

i11) Mostre que o reciproco é verdadeiro para L = 0, isto é, se lim |f(x)| = 0, entao lim f(z) =
T—a r—a
0.

Solugao: (i) Suponha que ligl f(z) = L, e para mostrar que liLn |f(z)| = |L|, sejae >0

arbitrario.

Para este &, como li_r>n f(z) = L, entao existe § > 0 de forma que
T—a

|f(z)—L| <e¢ sempre que z€ (X —{a})N(a—4,a+90).



Desta forma, para todo z € (X — {a}) N (a — §,a + J) temos que
1f(@)] = LI < [f(x) = L] <&,
mostrando que li_r}n |f(x)| = |L].

(7i) Para ver que o reciproco nao é verdadeiro, basta tomar f : R — R dada por

)1 se z€Q
f(x)_{—l se x¢Q.

Neste caso temos lim |f(z)] = 1 = |1| e no entanto nem existe sequer o limite lim f(x).
Tr—a T—a
(731) Suponha agora que lim |f(x)| = 0. Para mostrar que lim f(z) = 0, seja ¢ > 0 arbitrario.
r—a T—a

Para este ¢ > 0, como lim |f(x)| = 0, entao existe § > 0 de forma que
Tr—a

||f(x)] —0] <e sempre que rze (X —{a})N(a—46a+0).

Desta forma, para todo z € (X — {a}) N (a — §,a + J), temos que

[f(@) =0 = [f(2)] = |lf (@)l = [|f(x)] = O] <&,
mostrando que lim f(z) = 0. [ |

Tr—a

11. (Limite da composta) Sejam X, Y C R, f: X - Re g:Y — R duas fungdes com
f(X)CY,ae X ebeYNY' Se li_r>n f(x)=0be limbg(:r) = L = g(b), entdo mostre que
r—a Yy—r

lim g(f(2)) = L.

r—a
Solugao: Para provar que li_r)n g(f(z)) = L, seja € > 0 arbitrario.
X a

Como lirré g(y) = L, para este ¢ > 0, existe d; > 0, de forma que
Yy—r
lg(y) — L| < ¢ sempre que ye (Y —{b})n(b—0d1,b+ 1),

e claramente |g(y) — L| < & também paray =bec Y.

Para este 61 > 0, como lii:ﬂ f(x) = b, existe 6 > 0 de forma que
xr a

|f(z) — b <& sempre que rze (X —{a})N(a—0d,a+9).

Desta forma, para todo = € (X —{a})N(a—9,a+9), temos que f(z) € (b—01,b+ 1),
donde f(z) € Y N (b—d1,b+ 01) e portanto |g(f(x)) — L| < &, mostrando que liin g(f(z)) = L.
|

12. Estabelega a negacao do Critério de Cauchy para limite de fungoes. Use esta negacao para

mostrar que nao existe o limite liin f(x) para a funcao
xX a

f:R — R



1 se z€Q
-1 se z¢Q,

qualquer que seja a € R.

Solugao: De acordo com o Critério de Cauchy, o limite lim f(z) existe, se e somente se, para
T—a

qualquer € > 0, existir 6 > 0 de forma que

|f(x) = fly)| <e sempre que z,y € (R—{a})N(a—9da+79).

Assim sendo, o limite hm f(z) nao existe, se e somente se, existir um ¢ > 0, de forma

que para qualquer § > 0, existern = Y€ R—-{a})N(a—6,a+0), com |f(z) — f(y)| > e.

Vamos usar agora este principio para mostrar que nao existe o limite da funcao f dada,
qualquer que seja a € R. Tomemos ¢ = 1 > 0. Para qualquer § > 0 sabemos que o intervalo
(a,a + ) possui pontos racionais e pontos irracionais, qualquer que seja a € R. Sejam x e
y dois pontos pertencentes a (a,a + §) com z racional e y irracional. Nestes termos existem
z,y € (R—{a})N(a—4d,a+3) de forma que

[f(@) = fl=N-(-1[=2[=2>1=¢

Com base no Critério de Cauchy, podemos entao afirmar que nao existe o limite lim f(x)
r—a

qualquer que seja a € R. [ |



