7% Lista de exercicios de Anélise Real

1. Sejam A C R um conjunto aberto, e w € R. Mostre que o conjunto w + A = {w + a;a € A}

é aberto. Se w # 0 mostre que o conjunto wA = {wa;a € A} é aberto.

Solugao: Sejax =w+a € w+ A para algum a € A. Como A é aberto, existe € > 0 de forma
que (a —e,a +¢) C A. Vamos mostrar que (r — e,z +¢) C w+ A. De fato, dado qualquer
y € (x —e,x +¢€), temos que

wta—c=xrx—e<y<rt+e=w+a-+e,

donde
a—e<y—w<a-++e,

e portanto (y —w) € (a—e,a+¢) C A. Segue que y = w+ (y —w) € w+ A, provando a inclusao
desejada (z — e, +¢) C w+ A, e mostrando que w + A é aberto.

Para o conjunto wA, seja x = wa € wA para algum a € A. Como A é aberto entao
existe € > 0 de forma que (a—¢,a+¢) C A. Como w # 0 é fixo, tomemos § = |w|e > 0, e vamos

mostrar que (z — 0,z + ) C wA, sendo que para isso, vamos separar os casos w > 0 e w < 0.

Caso w > 0 entao, dado y € (z — 0, + ), temos que
wa—|we=z—-0<y<z+0d=wa+ |wle,
e dividindo tudo por w = |w| > 0, temos
a—e< LA <a-+e,
w

donde £ € (a—¢,a+e) C A. Segue quey = w- £ € wA e fica vélida a inclusao (z—9,z40) C wA

para o caso w > 0.

Se por outro lado, w < 0 entdo seja y € (x — d,x + §). Assim,
wa—|we=2—-0<y<z+06=wa+ |wle,
e dividindo tudo por w = —|w| < 0, temos
a—+e> LA >a—¢,
w

donde novamente £ € (a—¢,a+¢) C A, e portanto y = w- £ € xA. Fica assim vélida a inclusao

(x — 6,2+ 0) C wA também para o caso w < 0.

Segue que wA é aberto. [ |

2. Se A,B C R dois conjuntos com pelo menos um deles aberto. Mostre que o conjunto
A+B=B+A={a+bjac Abec B} é aberto.



Solugao: Modo 1: (Usando defini¢gdes) Sem perda de generalidade, suponha B aberto.
Mostraremos que A + B C int(A + B), e para isso, considere x € A+ B. Entao x = a + b com
a€ Aebe B. Como B é aberto existe € > 0 de forma que

(b—e,b+¢)CB.

Mostraremos agora que

(x—e,x+e)=(a+b—c,a+b+e) C A+ B.

De fato, dadoy € (x — e,z +¢) = (a+b—¢c,a+ b+ ¢), temos que
a+b—ece<y<a+b+e,
donde
b—e<y—a<b+e,
o que garante que (y —a) € (b—¢e,b+¢) C B.
Assim, y = a+ (y — a) € A+ B, mostrando que de fato (r — e,z +¢) C A+ B, e desta
forma, = € int(A + B). Isto conclui que A + B é um conjunto aberto.

Modo 2: (Usando o exercicio anterior e resultados) Supondo (sem perda de generalidade)

B aberto, do exercicio anterior a + B é aberto, qualquer que seja a € A C R. Desta forma,
A+B={a+b; ac€Abe B} = U a+ B,
acA

¢ uma reuniao arbitraria de abertos e portanto é aberto. [ ]

3. Para quaisquer X,Y C R, tem-se int(XNY) = int(X)Nint(Y) e int(XUY) D int(X)Uint(Y).

Dé um exemplo para mostrar que no segundo caso nao vale a inclusao contraria.

4. Para X,Y C R quaisquer, tem-se X UY = X UY,e XNY C XNY. Dé um exemplo para

mostrar que no segundo caso nao vale a inclusao contraria.

5. Seja X C R um conjunto arbitrario. Mostre que int(X) é um conjunto aberto e que X é
um conjunto fechado. Em outras palavras, mostre que int(int(X)) = int(X) e que X = X para

qualquer X C R.

Solugao: (i) Basta provar que int(X) C int(int(X)). Para isso, seja x € int(X). Entao da
defini¢do de ponto interior existe € > 0 de forma que (z — e,z +¢) C X. Queremos provar que
(x —e,x +¢) Cint(X) e para isso, tomemos y € (x —e,x +¢). Sejae’ =¢ — |z —y| > 0 jd que

|z — y| < e. Nestes termos, dado qualquer z € (y — &',y + £’), temos que

z—z2l=|lvt—y+y—z2|<|v—yl+|z—y
<lzv—yl+e=lr—yl+te—|z—yl=¢



o que mostra que z € (r —e,x+¢), e portanto (y —e’,y+¢') C (x—e,x+¢) C X. Desta forma,
y € int(X) e com isso temos a inclusdo (r — e,z +¢€) C int(X). Segue que x € int(int(X))
mostrando a inclusao desejada int(X) C int(int(X)).

(77) Basta provar que X C X, e para isso, seja x € X. Para provar que z € X seja ¢ > 0
arbitrario. Para este € > 0, como x € ?, da definigdo de ponto aderente, temos que (r — &,z +
e)NX #0. Sejay € (x—e,2+e)NX esejae’ =e—|z—y| > 0. Paraeste &’ > 0, como y € X,
temos que (y —e’,y+e)NX #0. Seja 2z € (y— €',y + &) N X. Desta forma,

z—z2l=|lrt—y+y—z2|<|v—yl+|z—y
<lg—yl+e=lr—yl+te—|z—yl=¢

provando que z € (x — e,z + ¢). Como também z € X, temos que (x — e,z +¢) N X # 0,
provando que = € X e a inclusdo desejada X C X. [ |

6. Seja X C R um conjunto arbitrario. Mostre que

i) int(XC) = X,

i) (int(X))¢ = XC.

Solugao: (i) Modo 1: (Usando definigoes) Diretamente das defini¢coes de ponto interior e

ponto aderente, temos que

zeimnt(XY) & existee >0 tal que (z —eg,x4+¢) C X©
& existee >0talque (x —g,x+e)NX =10

s 21¢X & zeX’.

Modo 2: (Usando o item (ii)) Levando em conta que (int(X))® = XC para qualquer
conjunto X C R, temos que (z’nt(Xc))C = (X9 = X. A igualdade desejada segue agora

tomando o complementar em ambos os membros.

(17) Modo 1: (Usando definigoes) Diretamente das definicoes de ponto interior e ponto

aderente, temos que

z € (int(X))° x ¢ int(X)
para todoe >0, (z —e,x+¢) ¢ X
para todo € > 0, existe a € (z —e,x +¢) coma ¢ X

para todo € > 0, existe a € (x — e, 2 +¢) com a € X©

(R R

paratodoe >0, (x —e,24+e)NXY %40 < zeXC.

Modo 2: (Usando o item (7)) Levando em conta que int(X%) = x¢ para qualquer conjunto
X CR,
int(X) = int((X%)°) = (XO),



e a igualdade desejada segue tomando o complementar em ambos os membros. [ ]

7. Mostre que A C R é aberto, se e somente se, ANX C AN X para todo X C R.
Solucao: Suponha primeiro A aberto. Dado qualquer X C R, para provar que ANX C AN X,
provaremos (contrapositivamente) que se z ¢ AN X entdo r ¢ AN X.

Seja entdo x ¢ AN X. Para provarmos que x ¢ A ou z ¢ X vamos supor que = € A e

provar que obrigatoriamente X ¢ X.

Supomos assim que x ¢ AN X ex € A. Como = ¢ AN X entao existe €1 > 0 de forma
que
(x —er,x+e1)N(ANX) =0.

Também, como x € A e A é aberto, existe e2 > 0 de forma que
(x —eg,x+e9) C A
Tomando € = min{e, 2} > 0 temos que (x —e,z+¢) C A e também (x — e,z +¢)N
(AN X) =0. Desta forma, (r —e,z+¢) N A= (r —¢e,x +¢), e entdo

(x—gx+e)NX=((z—g,x+e)NANX=(x—c,x+e)N(ANX)=0.

Segue que x ¢ X como desejado, o que prova que ANX C AN X.

Para a reciproca, suponha agora que ANX C AN X para qualquer que seja o conunto

X c R. Entdo para o conjunto X = A temos que
ANAC Cc ANAC =0 =0.

Mas como também AC = (int(A))°, entdo temos que AN (int(A))C =0 o que garante
que A C int(A) e portanto A é aberto. [ |

8. Sejam A e F' subconjuntos de R com A aberto e F' fechado. Mostre que

i) A—F={z; xz€A e xz¢F} éaberto.

ii) F—A={x; z€F e z¢ A} éfechado.

Solugao: (i) Modo 1: (Usando definigoes) Seja x € A — F. Entao z € A = int(A4) e
v ¢ F = F. Da definicio de ponto interior existe ¢; > 0 tal que (z —e1,2 +¢1) C A, e da
(negagao da) definicao de ponto aderente existe 2 > 0 tal que (x — e2,2 +e2) N F = (), donde
temos que (z — 2,2 + £2) C FC.

Tomando € = min{ey,e2}, entdo

(x—e,xz+¢e)C(x—e1,v+¢e1) CA,



e também

(x—e,x4¢)C (x—ey,x4e9) C FC.

Nestes termos existe ¢ > 0 de forma que (z — ¢,z +¢) C (ANFY) = (A~ F). Isto
prova que x € int(A — F), e que (A — F') é aberto.

(1) Modo 2: (Variagao no Modo 1) Na solugao anterior, podemos substituir a expressao
x ¢ F =Fporazc FC = int(FY) ji que FC é aberto. Neste caso, da definicdo de ponto
interior, existe eo > 0 tal que (z — g9, + €3) C FC E a demonstragao do Modo 1 continua

normalmente.

(i) Modo 3: (Usando resultados) Como F é fechado, entdo F¢ é aberto. Entdo AN FC &
aberto e portanto A — F = AN FC é aberto.

(i) Modo 4: (Variante do Modo 3) Como A é aberto, entdao A é fechado. Entdo (A—F)¢ =
AC U F ¢ fechado, donde (A — F) é aberto.

(11) Modo 1: (Usando definigoes) Para provar que F' — A C F — A, procederemos contrapo-

sitivamente, e para isso, seja © ¢ F' — A. Entdo é obrigatério que x ¢ F = F oux € A = int(A).

Se x ¢ F, da (negacgao da) definicio de ponto aderente, existe &, > 0 tal que (z — &,z +
e)NF =0,ecomo F—AC F,entao (x—¢e,z+e)N(F—A) C (r—¢e,z+e)NF = (), mostrando
que z ¢ F — A.

Se por outro lado, z € int(A), da definigdo de ponto interior, existe ¢ > 0 de forma
que (z — &,z +¢) C A, ou equivalentemente, (z — &, + ¢) N A® = (. Neste caso, como
F-A=FnNAY = A°NF,segueque (z —c,2+e)N(F—A) =(r—ec,x+e)N(A°NF) =
[(z —e,24+¢)NA°] N F =0, mostrando que z ¢ F — A.

Segue pela contrapositiva equivalente que F'— A C F'— A e portanto F — A é um

conjunto fechado.

(77) Modo 2: (Variante no Modo 1) Na solugao anterior, podemos substituir a expressao
x¢ F=Fporac FC=int(F°) ji que FC é aberto. Portanto no caso de z ¢ F podemos
proceder alternativamente com z € F¢ = int(F C). Da definicao de ponto interior, segue que
existe ¢ > 0 de forma que (z — &,z 4+ ¢) C F® o que garante que (z — e,z +&)NF = . A

continuacao é a mesma feita anteriormente.

(4i) Modo 3: (Usando resultados) Como A é aberto, entido A® é fechado. Entao F N A® é
fechado e portanto F — A = F N A® é fechado.

(1) Modo 4: (Variante do Modo 3) Como F é fechado, entdo F¢ é aberto. Entdo (F—A)¢ =
FC U A é aberto, donde F — A é fechado. [ |

9. Defina a distancia entre um ponto a € R e um conjunto nao vazio X C R como sendo
d(a,X) =inf{|lz —al; =€ X}.

Mostre que:

i) d(a, X) = 0 se, e somente se, a € X.



i1) Se X ¢é fechado entdo existe b € X tal que d(a, X) = |b — al.

Solugao: (i) Suponha primeiro que d(a,X) = 0, e entdo inf{|z —a|; z € X} = 0. Para
mostrar que a € X, seja € > 0 arbitrario. Com este ¢, da definicio de infimo existe y € X de
forma que |y—a| < . Logoy € (a—¢, a+e) e como também y € X temos que (a—¢, a+e)NX # (.
Isto prova que a € X.

Suponha agora que a € X. Para provar que inf{|z —al; 2 € X} = 0, provaremos
este infimo é menor do que qualquer nimero € > 0. Seja entdao € > 0 arbitrario. Para este ¢,
como a € X, entdo (a —e,a +¢) N X # (. Existe portanto y € X com |y — a| < e. Segue que
inf{|x —al; =z € X} <|y—al<e. Isto prova que inf{|x —al; x€ X} =0.

(4i) Suponha X um conjunto fechado, isto é¢, X C X. Como X é nio vazio, entdo {|z —al; = €
X} é também nao vazio e limitado inferiormente (pro 0). Entao o conjunto inf{|x —a|; =z € X}

admite infimo. Seja L = inf{|z —a|; =z € X}, e claramente L > 0.

Vamos mostrar que a + L € X = X ou que a — L € X = X. Para isto, seja ¢ > 0
arbitrério. Para este e, da defini¢do de infimo, existe y € X de forma que 0 < L < |y—a| < L+e.
Da desigualdade |y — a| < L + ¢ temos que

—L—-e<y—a<L+e

Porém da desigualdade L < |y — a| temos que L <y —a ou y —a < —L. Vamos entao

aqui considerar os dois casos separadamente.

Caso 1: Se L < y—a, entao juntando com a desigualdade anterior, temos que L < y—a < L+e¢,
donde obtemos (a + L) < y < (a+ L) +¢e. Assim claramente (a + L) —e < (a+ L) <y <
(a+ L)+ ¢, 0 que garante que y € ((a+ L) —¢,(a+ L) + ¢) e como também y € X, segue que
((a+L)—¢e,(a+ L) +e)NX # (. Isto prova que a + L € X C X. Neste caso, basta tomar
b=a+L e X etemosinf{lx —a|l; z€X}=L=|la+L)—al=|b—al

Caso 2: Se y — a < —L, entao juntando com a desigualdade anterior, temos que —L — ¢ <
y —a < —L, donde obtemos (a — L) —¢ < y < a — L. Assim claramente (a — L) — e < y <
(a—L)<(a—L)+e¢,oque garante que y € ((a — L) —¢,(a — L) + ¢) e como também y € X,
segue que ((a — L) —¢,(a— L) +¢) N X # 0. Isto prova que a — L € X C X. Neste caso, basta
tomar b=a—L € X etemos inf{|z —a|; ze€X}=L=|-L|=|a—L)—a|=1]b—al. N

10. Seja X = {z} C R um conjunto unitario. Mostre que int(X) =0 e que X = X. Conclua
que X é fechado e nao é aberto. Generalize para o caso X = {x1,x2,...,2,} C R um conjunto
finito.

11. Determine X’ nos casos em que X =0, X =R, X = {a}, X =Q, X = (a,b) e X = [a,}].

12. Dé um exemplo de um conjunto X C R de forma que X ¢ X’ e também X' ¢ X.

13. Para quaisquer conjuntos X,Y C R, tem-se (X UY) = X' UY".



14. Para qualquer conjunto X C R, mostre que X' = X’/ = X' (e portanto X’ é um conjunto
fechado).

Solugao: Primeiro mostraremos que X’ = X’. Claramente a inclusio X’ C X’ ja é garantida.
Vamos entdo para a inclusdo contraria. Seja x € X’. Para mostrar que z € X', seja &€ > 0

arbitrario. Para este ¢, como z € X/, segue da definicdo de ponto aderente que

(x—e,x+e)NX #0.

Existe portanto a de forma que

a€(x—ex+e) com ac€ X'

Caso a = z entao a demonstracao terminou pois teremos neste caso r = a € X’ como

desejado.

Caso a # z, entao temos claramente 0 < |a — z| < ¢, e desta forma tomemos § =
min{|a — z|,e — o — z|} > 0. Desta forma § < | — x| e também ¢ < ¢ — |o — z|. Para este

0 >0, como a € X', segue da definicao de ponto de acumulagao que

(a — 0, a+ )N (X — {a}) #0.

Existe portanto 5, com 8 # «, de forma que

ge(a—d,a+6) com feX.

Vamos provar agora que (o — d,a+9) C (z — e,z +€) e que S # x. Para a inclusao

indicada, suponha y € (o — d,a« + ¢), isto é |y — a| < §. Desta forma,
ly—z[=ly—at+a—z|<|y—a|+]a -z
<d+la—z|<e—|a—z|+|a—z|=c¢,
mostrando que y € (x — &,z 4+ €) e a inclusao desejada. Para provar que 8 # x, basta ver

(por contradigao) que se § = x entdo teremos § < |a — x| = |a — 8] < §, 0 que é uma clara

contradicao.
Temos entao que
pe(a—da+d)C(x—e,x+e) com X e [#uw,
o que garante que
(z—e,x+e)N (X —{z}) #0,

e x € X'. Segue a inclusdo X’ C X’ e a consequente igualdade entre os conjuntos. Como

consequéncia disso, X’ é um conjunto fechado.
Para a igualdade X’ = X' usaremos a igualdade X = X U X', vialida para qualquer
conjunto X, e o exercicio anterior. Desta forma,

!

X =XUX)=XuXx")=X.



15. Seja X C R um conjunto arbitririo e X¢ = R — X o complementar de X. Mostre que
(XY = (X',

Solucao: Este exercicio nao estd correto. Pelo menos nao vale uma das inclusoes. Basta
tomar X = (a,b) um intervalo da reta e temos que X¢ = (—o0o0,a] U [b,00) o que nos da
(XCY = (—o00,a] U [b,00). Por outro lado X' = [a,b] e entdo (X')¢ = (—oc,a) U (b,o0).
Claramente para este caso nio vale a inclusio (X)) < (X')¢. Talvez seja valida a inclusio

contraria para qualquer X. |

16. Seja X C R um conjunto. Mostre que X é fechado, se e somente se, X' C X.

17. Mostre que se um conjunto X C R é aberto, entao X C X’. Mostre que o reciproco nao é

verdadeiro, isto é, existe (pelo menos) um conjunto X C R com X C X’ e X nao é aberto.

18. Sejam F' fechado e x € F. Entdo = é ponto isolado de F' se e somente se F' — {z} é ainda

um conjunto fechado.

19. Seja X C R. Dado qualquer x € X', mostre que existe uma sequéncia (z,), de pontos de

(X — {z}), de forma que limx,, = x.

20. Se (Kj))aer ¢ uma familia arbitraria de compactos, entdo NK) ainda é compacta. Se

K1, Ko, ..., K, sao compactos entao K1 U Ko U---U K,, é compacto.

21. Mostre que se K, M C R sao conjuntos compactos, entao K + M = {k+m;k € K,m € M}

¢é compacto.

Solugao: Esta solucao é baseada em um resultado verdadeiro mas nao provado em sala de

aula. Usaremos o Teorema:

Teorema: Um conjunto K é compacto, se e somente se, qualquer
sequéncia () de pontos de K possui uma subsequéncia (z,,,) que

converge para algum ponto de K.

Primeiro provaremos que K + M é fechado. Seja entdo 2 € K + M. Como K + M ¢é fechado,
existe uma sequéncia (z,,) de pontos de K + M de forma que x,, — z. Como z,, € K + M para
todo n € N entao, para cada n € N existem k,, € K e m, € M de forma que x, = k, + my.
Como K é compacto, a sequéncia (k,) admite uma subsequéncia (k;,) que converge para algum

ponto de K. Seja k € K este limite da subsequéncia, isto é, (kn,;) — k.

Para estes indices n;, temos que Mp; = Tp,; — knj € como knj — ke Tp; — T segue que



My, — = —k. Assim (m,,) é uma sequéncia de pontos de M que converge para x — k. Sendo M
fechado, temos que obrigatoriamente x — k € M e portanto x = k + (v — k) € K + M provando
que K + M ¢ fechado.

Para ver que K+ M ¢é limitado, como K e M sao compactos, entao K e M sao limitados.
Segue que K C [a+b] e M C [¢,d]. Claramente dado qualquer z = k +m € K + M temos que
a<k<bec<m<doque garante que a + ¢ < k+m < b+ d e portanto = € [a + ¢,b + d|.
Isto prova que K + M C [a + ¢,b+d] e K + M ¢é limitado.

Segue portanto que K + M é compacto. |

22. Se K C R é compacto e F' C R ¢é fechado entao K N F' é compacto.



