6% Lista de exercicios de Andlise Real

1. Seja (x,) uma sequéncia convergente, com limz, = L > 0. Mostre que existe ng € N de

forma que x, > 0 para todo n > ng.

2. Sejam (x,) e (yn) duas sequéncias convergentes tais que x,, < y, para todo n € N. Mostre

que limz, < limy,.

3. Seja (z,) uma sequéncia mondétona que possui uma subsequéncia convergente. Mostre que
(z5,) é convergente.

Sugestao: Mostre que (z,) é limtada.

4. Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias de Cauchy. Mostre que (x,, + yn), (cx,) e (zny,) também

sao sequéncias de Cauchy qualquer que seja ¢ € R.

5. Sejam () e (yn) duas sequéncias (de ntmeros reais). Se limz, = —oco e (y,) é limitada
superiormente, mostre que lim(x,, + y,) = —oo.

6. Sejam (z,) e (y,) duas sequéncias (de nimeros reais). Se limx, = —oco e existe ¢ > 0 de
forma que y,, > ¢ para todo n € N, mostre que lim(z,y,) = —oc.

7. Seja r um ndimero real. Mostre que |r| < 1, se e somente se, limr"™ = 0.

8. Sejam a,r € R e considere a série de nimeros reais dada por ) ar™. Mostre que a série

converge se e somente se |r| < 1. Além disso, no caso de convergir, a soma é precisamente

— a
S = o

9. Use o exercicio anterior para mostrar que 0,999999... = 1.

10. Suponha que (z,) e (y,) s@o duas sequéncias de nimeros reais convergentes. Entao mostre

que

a) > (xn + yn) converge, e além disso, Y (Tn + Yn) = D Tn + Y Yn;
b) > (znyn) converge, mas nao necessariamente, Y Tnyn = O_xn) O yn);

c) > (axy,) converge, e além disso, Y (ax,) = a ) x, qualquer que seja a € R.

11. Mostre que se Yz, converge Yy, diverge entdao > (z, + yp) diverge.



12. De exemplos de séries de nimeros reais Y x, e >y, ambas divergentes com » (z,ypn)

convergente e com »_(zpy,) divergente.

13. Sejam > x, e > y, duas séries convergentes de niimeros reais positivos. Mostre que > z,ypn

é convergente e além disso, Y |zpyn| < O |znl]) O |ynl)-

14. Seja )z, uma série de numeros reais e suponha que lim {/|z,| = c¢. Mostre que

i) Se ¢ < 1 entao »_ x,, converge;

ii) Se ¢ > 1 entao ) z,, diverge.

15. (Generalizagao do teste da razao) Sejam ) x, uma série de nimeros reais nao nulos

e Y yn uma série convergente de termos positivos. Se existir ng € N de forma que

LTn+1 < Yn+1

In Yn

para todo n > nyg,

entdo Y x, é (absolutamente) convergente. Demonstre o teste da razao como Corolario deste

resultado.

16. (Generalizacao do teste da raiz) Sejam )z, uma série de nimeros reais e ¢ € (0,1)
um numero real tal que {/|z,| < ¢ para todo n > ng € N. Mostre que )z, é (absolutamente)

convergente. Demonstre o teste da raiz como Corolério deste resultado.



