4% Lista de exercicios de Andlise Real

1. Mostre as seguintes propriedades para quaisquer z,vy, z,a,b € K:

i) —(—2) =
i) x =0, se e somente se, —x = 0;
iii) T+ z =y + z, se e somente se, T = y;
iv) x4+ a=1y+b, se e somente se, x —b =1y — a;
v) z-0=0-2 =0;
vi) —(zy) = (-2)y = x(-y);
vii) —(z+y) = (—2) + (-y) = —z —y;
viii) —(z —y) =y —z;
i) se x # 0, entdo (x71)7! = x5
x) x =1, se e somente se, b =1;
ri) § =1
xii) se x,y # 0, entdo (zvy)~! =2 1y~

xiii) se y # 0, entdo i =y

riv) se b,y # 0, entdo T = 7, se e somente se, xb = ay;
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av) se b,y # 0, entdo T - § = 7

. ~ a _ zbtay.
avi) se b,y # 0, entao Tt r =

.. ~ 5 _x b _ xb.
xvii) se y,a,b# 0, entdao % == e

xviit) se y # 0, entdo zy = zy, se e somente se, T = z;

xiz) zy = 0, se e somente se, z =0 ou y = 0.

2. Considerando a relacdo < definida sobre um corpo K por
<y & (y—x) € P,
mostre que para quaisquer z,¥, z,a,b € K,

i) sex<yey< z entdo z < z;

1) se x # y, entdo r < y ou y < x;



iii) T +y < z+y, se e somente se, T < z;
iv) x4+ a <y+b, se e somente se, r —b <y — a;
v) r<yea<b, entdo r+a<y-+b;
vi) se x # 0, entdo 0 < %
vii) 0 < 1;
viii) se 0 < x, se e somente se, 0 < z 1
ir) se 0 < x <y, se e somente se, 0 < y~ ' <z}
x) se 0 < z entdo, xz < yz, se e somente se, r < y;

xi) se z < 0 entdo, xz < yz, se e somente se, y < x;

xii) se 0 <y e 0 < b, entao % < %, se e somente se, rb < ay.

3. Seja K um corpo totalmente ordenado. Dados z,y € K, mostre que

i) |zyl = |=[yl,
i) sey 0, [2] < 2,
iii) 2% = |z|? = 22

4. Considerando a relagdo de ordem usual no conjunto dos nimeros reais <, mostre que
b2
a) (Desigualdade de Cauchy) Para quaisquer a,b € R, ab < “ + 5.
b) (Desigualdade de Cauchy com ¢) Para quaisquer a,b € R ee>0,ab<ea®+?Y =
c) (Desigualdade de Bernoulli) Para qualquer a € Rcoma > —1,en € N, (14+a)" > 1+na.

d) Vab < § + § = «fL.

5. Seja f : Q — Q um homomorfismo (isto é, f(z + y) = f(x) + f(y) e f(xy) = f(z)f(y) para
quaisquer z,y € Q). Prove que f(z) = 0 para todo x € Q ou entdao f(x) = = para todo x € Q.

6. Sabendo que R é ndo enumeravel, dados quaisquer a,b € R com a < b, mostre que:
a) (a,b) é ndo enumeravel.
b) (a,bl, [a,b) e [a,b] sGo ndo enumeraveis.

¢) O conjunto dos nuimeros irracionais R — Q é ndo enumeravel.

7. Considerando que o conjunto dos numeros racionais QQ é corpo, mostre que:

i) /2 é irracional;

ii) a soma de um nimero racional com um ndimero irracional é um nimero irracional;



iii) o produto de um nimero racional nao nulo por um nimero irracional é um nimero irraci-

onal.

8. Um conjunto X C R é dito ser denso em R se (e somente se) qualquer intervalo (a,b) C R
contém pelo menos um elemento de X. Mostre que Q e R — QQ sdo densos em R. Dito de outra
forma, mostre que qualquer intervalo (a,b) C R contém pelo menos um nimero racional e pelo

menos um numero irracional.

9. Considerando o corpo ordenado dos nimeros racionais Q, mostre que o conjunto X =
(—v2,v2)NQ = {r € Q; 22 <2} C Q ndo admite supremo nem nfimo em Q.
Sugestao: Faca uma demonstragao por contradigao, isto é, suponha que existe b = sup{X} € Q

e obtenha a contradicao. O mesmo para o infimo.



