3% Lista de exercicios de Andlise Real

1. Suponha f : I,, = I, uma bijecao. Mostre que m = n.

2. Suponha que existem bijecoes f: I, - X e g: I,, -+ X. Mostre que m = n.

3. Seja f: X — Y uma fungao injetora e suponha que Y é finito. Mostre que X é também
finito, e além disso, o nimero de elementos de X é menor ou igual do que o niimero de elementos
de Y.

4. Seja f: X — Y uma funcao sobrejetora e suponha que X ¢ finito. Mostre que Y é também
finito, e além disso, o nimero de elementos de Y é menor ou igual do que o niimero de elementos

de X.

5. Seja X um conjunto infinito e Y um conjunto finito. Mostre que existe uma funcao sobrejetiva
f:X — Y e uma fungao injetiva g : ¥ — X.

6. Prove que se um conjunto A é finito e possui n elementos, entdo o conjunto P(A) possui 2"

elementos.

7. Defina uma funcao sobrejetiva f : N — N de forma que para qualquer n € N o conjunto
A, ={keN; f(k)=n} seja infinito.

8. Mostre que X ¢é infinito se e somente se existe uma aplicagao injetora f: N — X.

9. Defina f: Nx N — Npor f(1,n) =2n—1e f(m+ 1,n) =2™(2n — 1). Prove que f é uma

bijecao.

10. Neste exercicio, mostraremos que o conjunto dos nimeros racionais Q = {7

m €

Z e mn € Z*}éenumerdvel.

a) Mostre que N x N é enumeravel.

b) Mostre que Z* é enumerdvel.

¢) Mostre que se X e Y sao enumeraveis entdao X X Y é enumerdvel.

d) Conclua que Z x Z* é enumerével e que Q é enumerével.

11. Dados quaisquer dois intervalos (fechados) da reta [a,b] e [m,n], mostre que existe uma



bijegao f : [a,b] — [m,n].

12. Mostre que os intervalos da reta [0,1] e (0,1) possuem a mesma cardinalidade, isto é,
obtenha uma funcgao bijetora f : [0,1] — (0, 1).

13. Sejam X C Re f: X — X uma funcgao injetiva, e nao sobrejetiva. Mostre que X possui
um subconjunto infinito enumeravel (e portanto X é ele préprio infinito).
Sugestao: Tome x € X — Im(f) e prove que os elementos z, f(z), f?(x),..., f*(x),..., sdo

dois a dois distintos.



